
TRATTATO ELEMENTARE 

. > • 




APPLICAZIONI DELL’ ALGORITMO ALGEBRICO 

ALLE QL'ISTIONI DI GEOMETRIA 

\ . t 



'T' 1. Le grandezze geometriche potendo essere rappresen- 
tate da numeri, segue che le relazioni tra i varii elementi 
di una figura si possono tradurre in equazioni , e quindi 
col mezzo di queste determinare altre nuove relazioni in- 
nanzi ignote. 

Quanto possa intanto esser utile quest'applicazione del- 
1' algoritmo algebrico alle quistioni di geometria , si farà 
manifesto dagli csempii che seguono. 

2. Data la retta AB fig. 1.* divisa in due segmenti AO,OR 
i quali stiano nel rapporto di m:n, determinare i valori 
di questi segmenti. . , 

Pongasi AB=u< , AO=-.r , sarà BO=a — x > 
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^ 3. Supponendo ni>)i , e che la retta AB fosse prolun- 
gata in O' nello stesso rapporto, si avrebbe 



AO'= 



ina 



in — n 



B0'=- 



i in 



m — li 



^*4. La retta AB cosi divisa nc’ punti 0,0', 'cioè in guisa 
, OA O'A 

che s * dice esser divisa armonicamente ili quelli 

punti. 0 , 0' si chiamano punti coniugati armonici, rispetto 
ai punti A e B, come A , B lo sono rispetto ad 0, ed O', 

, . , AO BO 

perciocché dalla proporzione precedente, si ha e 

perciò anche la retta 00' resta divisa armonicamente nei 
punti A, B. 

X 5. Supposto m—n, il punto 0 sarà il punto-medio di AB, 
ed il suo coniugato armonico O' andrà all' infinito, 
y G. Dai valori precedenti si raccoglie la relazione 



_L JL 

AO^~AO' AB' 



forinola assai semplice per esprimere, che la retta AB è 

divisa armonicamente ne’ punti 0, 0'. 

yl. Sia H il punto medio di AB, quindi sarà 



110 = 



m — n 






h0 '=J!!±^ , 



ondo 



2(»iH-n)”’ "* 2{ni— n) 

HOxlIO’=“j=(^)' 



Cioè, clic la metà della data retta è media proporziona- 
le, tra le distanze del suo punto medio ai duo punti coniu- 
gati 0, O'.pi 

8. Se da un punto qualunque M, fig. 2. a preso nel piano 
de! triain/olo ABC si abbassano le perpendicolari «i Infi BC, 
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AG, Alì , indicando queste perpendicolari rispettivamente.., 
con x , y , z , c le altezze del triangolo parallele a queste con 
p, (j, r, dico che si avrà la relazione 



x 




V 

<1 




V 



Infulli si ha 



±BC . * + JAC . y + yAB . z=ArUG ; 



dividendo i termini di (presta equazione rispettivamente per 
le quantità uguali 



jBC . p=£AC . (/“AB . r=ABC, 

v 

si otterrà la proposta relazione. 

9. Il teorema del numero precedente ha ugualmente luo- 
go nel eitso , che il punto M è preso fuori del triangolo , sd 
però si assumono negativamente quelle perpendicolari, che 
cadono in senso opposto. 

10. Se il triangolo ù isoscele, ed il punto M si prende 
sulla base, sarà z=0, e p=</, onde la precedente relazione 
si cangia in 



ovvero 



ar v 

- + -=1 
V V 

x-\-y—p- 



Cioè, che^L costante la somma delle perpendicolari, 
abbassate da Ripunto della base del triangolo isoscele, 
sopra i lati del triangolo medesimo. 

Se il punto è preso sul prolungamento della base, su- 
ro costante la differenza di queste perpendicolari. 



i 
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11. Se il punto M vada coincidendo coi centri de' cerchi 
iscritto ed exiscritti .il triangolo, indicando con p,p’, 
i raggi, si avranno le seguenti relazioni, 

1 1 \_i 

V </ ** j' 

1 1_I— 1 

<l + r P~7 ’ 

• v\> 

p~*~ r q~t" ’ 

1 i_I— 1 

tj r " 

Da queste equazioni si raccoglie l'altra 



\ 1 

-. + - 7 » 
f f 




1 

f ' 



f 



12. Se in un triangolo ABC lìg. 3.* si congiunga un ver- 
tice A con un punto H del lato opposto , indicando m : n 
il rapporto de' segmenti BH, HC, dico che si avrà 



«AB =(m + n) AH -HnCH -1- n BH . 



Infatti abbassando la perpendicolare AD, si ha 
AC*=Air+CH’- 2CH . HD , 

AB*= AHVBHV2BH . HD , 
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moltiplicando la prima per m , la seconda per n , ed osser- 
vando che per ipotesi, è jnHC=nHB, si otterrà la proposta 
equazione sommando le due precedenti. ^ 

13. Se la AH bisecasse 1' angolo A si avrebbe (2) *- 

/»«/ e*J 0 Jt-M* ftff ' /$C 



BH= 



ac 



b+c ’ 



CH=- 



ab 



ò-f-c 



essendo a, b, c, i lati del triangolo ; quindi sar & nu- (6 

c 4 2* jl*s & ~ *<*-'*' 4) l 

* (a-t-l>J-e)(lM-C— a) 



AH 



(h-Hcq* 



’-bc. 



Si ha similmente per la bisettrice BK dell’ angolo B, 



» («+b-H‘X<H-c — b) 

BK =- - ac. 

(a+c)* 

Supposto, che queste bisettrici fossero uguali si avrebbe 

a-hc—b b+c— a 

a —b= 0. 

( a-+c )* (b-f-c) 

11 primo membro di questa equazione si riduce a zero 
se si suppone «=b , e perù esso sarà divisibile pel binomio 
a — b ; quindi ponendo in veduta questo fattore , la prece- 
dente equazione prende la forma 

(a— b)[(a-J-M- c)(c t +ab)+'2abc]=0\ 

or questa relazione non può aver luogo, che nel solo caso 
di a =zb, e però se due bisettrici in un triangolo sona uguali, 
il triangolo è isoscele. 



» 
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1-1. In o<jni Inani/ olo il centro O fig. ■!.* del cerchio cir- 
coscritto, l'incontro G delle mediane, e quello H delle al- 
tezze stanno per dritto. 



Si 



ha infatti All= 



AS ’AHcosA 
senC senC 



DCcosA 
se li A 



=BCcot 



A. 



no nc 

Or menando il diametro BK, si ha lìK — — — r- 

senK. senA 



■ / BC BC TIC , . 

quindi OP=I' — — =— cotA ; sara quindi 

r 4sen*A 4 2 

AH=20P. Onde congiungeudo la mediana AP, e la OH, es- 
sendo simili i triangoli AGII, OGP, ed AH=20P, sarà 
AG=2GP, e quindi il punto G sarà l’ incontro delle media- 
ne. C. B. D. 

15. In ogni poligono AllCD fig.* 5.* ciascun lato AF è 
uguale alla somma degli altri lati , ciascuno moltiplicato 
pel coseno dell'angolo cW esso comprende, col pi-imo. 

Nel calcolare gli angoli, che i lati del poligono com- 
prendono con uno di essi AF, è d’uopo prender questo sem- 
pre nella stessa direzione, come da A verso F, c tutti gli 
altri nel senso opposto cioè nel senso ABCL) ec. , cosi il 
lato AB farà l’angolo BAF, e DE l’angolo negativo LMN. 

Indichiamo con a,b,c, ec. i lati AF,FE,KD ec. del po- 
ligono, e con (ba), (oc), ec. gli angoli eli’ essi comprendono 
con AF. Ciò posto supponendo sia HA la proiezione della 
diagonale AE, si avrà 

«=rAH— FH=AH-H»cos(h«). 

Congiungendo la seconda diagonale AD, si ha similmente 
All=c eos(c« W- AK , 
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supponendo AK la proiezione di AD. Sostituendo si ha 
a—b eos (ha) + c cos (ca)-|-A K . 

Cosi proseguendo, 6 cosa evidente, che si otterrà la formula 
enunciata. 

10. In ogni poligono il quadrato di un lato è uguale alla 
somma de' quadrali degli nitri lati, meno la somma de' doppi 
prodotti due a due di questi lati, moltiplicuto ciascun pro- 
dotto pel coseno dell' angolo compreso. 

Infatti si ha dal teorema precedente 

a=b cos (nh)-f-rcos («c)+d cos («d)-}-oc. 
b=a cos (ab)-h c cos (bc) -f- d cos (bif)-t-ec. 
c=«cos(ac)-|-hco.s(ch)-t-dcos((/c)+-ec. 



Moltiplicando queste equazioni rispettivamente per a,b,c, oc. 
e dalla prima sottraendo la somma delle altre si ottiene 

a*=l»*+c , -pcc... — 2[bc cos (bc)-i-bd cos (bd)-j- ec.].C. R. D. 

17. La superficie di un poligono è eguale alla semisomma 
de’ prodotti presi due a due tra tutti i lati meno uno, e cia- 
scun prodotto moltiplicato pel seno deli angolo compreso. 

Considerando un quadrilatero AIICD fig. 6. si ha che 
menando la diagonale AC , e la perpendicolare AP sopra 
di CD, 

ARCD=J6csen(I)c)-picfAP. 

Or conducendo RII parallela a CD, abbiamo 
AP =b se n (fo+c scn(crf) , 
quindi sostituendo, si ottiene 

ARCD=i[I)CScn(6c)+Msen(W)-(-cd senferf)] . 
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Ciò posto sia un pentagono ABCDF figura 7.* menando la 
diagonale CE, si ha come precedentemente 

ABCE=i[«òsen(at/)+ncsen(fic)-f-{icsen(òc)] ; 

quindi abbassando la perpendicolare AP sopra di CD, e le 
EiI,BK parallele alla stessa DC , si ha 

CDE= Jd(AP — AH)=i d[l> sen(ò<i)+c scn(od) -(-« sen(rnl)] , 

per essere 

AH= — csen(«d) , (lo) 



e perù 

ABCDE=ì[nbsen(«K)-+-ar sen(ac)4-adsen(m/) 
4-he sen(òc)+bitsen(M)4-c<i sen(cd)] . 



Si vede rhe questo modo di calcolare la superficie di un 
poligono , ci mena a forinole analoghe pc' poligoni di un 
maggior numero di lati. 

18. In un triangolo ABC lìg. 8.* condurre una parallela 
MN al lato BC, per modo che sia 

MN=BM+NC. 



Ponendo BM=* , sarà AM=c — x , e perù avremo 

..MV— • T> , 

c 



c:a=c — x:MN= 



Quindi 



onde si trae 



c:r=b:SC=— ■ 
c 

hx a(c — .t) 

h-T=- 

c c 



ac 



a+6+c 
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Or se i valori ili a, b, c fossero dati in numeri, il valore 
«Iella x sarebbe altresì espresso da un numero , e perù ta- 
gliando la retta espressa «la «mesto sopra di HA da II verso 
A, si avrebbe il punto ignoto. 

Ma si può ottenere questo punto medesimo per via di 
una costruzione geometrica, che si cava dalla stessa espres- 
sione della x. Infatti questa dinota un segmento della retta 
c, divisa nel rapporto di a : b-f-c (2) ; quindi menando per 
A una parallella AO a BC , c tagliandone una porzione 
AO=i)+c, la congiungenle OC incontrerà la AB nel punto 
richiesto M. 

19. Ael dato triangolo ABC fìg. 5.* iscrìvere un quadra- 
to. Supposto PMNQ il quadrato richiesto , si ponga la per- 
pendicolare 

AD=j), RD=7, BC=«, RP— t. 

fc chiaro che si avrà la proporzione 



quindi 



onde si ricava 



px 

7 : p—x : PM = — , 

n 




px 

9 



X — 



“<1 

a-tp 



Questo valore della x esprime un segmento della retta «/ 
divisa nel rapporto di a :p. Onde elevando da B la perpen- 
dicolare a BC, e tagliandone una porzione BO=o , nel .«eli- 
so opposto a DA, la congiungenle AO incontrerà la DB nel 
punto richiesto P. 

Sostituendo il valor della x in quello «li PM , si ha 



a+p ' 
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quindi si vede , clic indicando con |»' , p" lo altezze del 
triangolo corrispondenti alle l»asi, 1», e, si avrà che i lati 
ile’ quadrali iscritti, che poggiano su questi lati del trian-, 
golo, saranno rispettivamente 

bp' cp" 

b+p' ’ c-+-j>" ‘ 

Or supponendo clic il quadrato sul Iato a , sia maggiore 
di quello che poggia sopra di b, segue ch’essendo uguali 
i numeratori delle precedenti espressioni, si avrà 

«+p<M*p'. 

ovvero 

n + csenll< h + n senC, 

quindi dividendo per «, e ponendo in luogo del rapporto 
dei lati quello dei seni , si ottiene 

scnA-J-senBsenB<senB-|-senAsenC, 

quindi 

senA(l — 8enC)<scnB(1 — senC) , 
onde senA<senB. 

Quindi si h'a , che se il triangolo è acutangolo , il maggior 
quadrato è quello, che poggia sul lato minore. 

‘20. Generalizzando il problema precedente, cioè ammet- 
tendo che il quadralo richiesto possa avere il lalo mag- 
giore dell’ altezza p del triangolo, in luogo della propor- * 
zionc 




avremo le due proporzioni 



nx p.r 

u:p — — :±(p 1 , 

'/ <1 
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<l' ondo 

„ «9 

x=—rr • 

a±p 

II primo di questi valori cioè x'— corrisponde al 

quadralo il cui lato è minore di «: il secondo cioè x"=— 

a—p 

quando il lato è maggiore di p. 

21. Se « >/» la x" sarà positiva, e maggiore di q, ed e- 
sprimerà un segmento dir/ prolungata nel rapporto di «:j>(3). 
Quindi elevando la perpendicolare tig. IO.* 110 alla DC, e 
tagliando B0=a , nel senso di DA , la congiungente OA 
segnerà sulla base BC il vertice P del quadrato cercato. 

Se a—p , sarà x'—iq, ed x"=x> . Cosi nel caso che 
l'altezza del triangolo è uguale alla base, il prubleina ani- i 
inette una sola soluzione. 

Da ultimo se a</> il valor della x" risulta negativo, 

* o<7 ... 

cioè x = ; c la costruzione innanzi accennataci 

p — a 

dà un segmento RP' fig. il in senso opposto a quello net 
quale Si è calcolala la x. Or se assumiamo per valor della 
incognita questo segmento RP', è facile vedere che il punto 
P' sodisfa la quislione, risultando la P'M uguale allaMN. 
Laonde il valor negativo della x nasce dalla falsa ipotesi, 
clic il punto P cadeva dall'altro lato del punto fi: infatti 
se poniamo in questo caso di ]>^>a, BP'=x, si otterrà un 
valor positivo per x. 

22. Nel dato triangolo AfiC fig. 12.* condurre una retta 
MX parallela al lato UC, per modo che il trapezio DMNC 
alia al triangolo AMX in un dato rapporto di m : u. 

Abbassando la perpendicolare AD, si ponga AD;=/i , 
AP=x : quindi si avrà 

AfiC : AMX=p* : x\ 
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ovvero 


BMXC : AMX=/>* — x* 


onde 


in : n=}>* — x* : x* 


quindi 


x‘_ - 


ut — | — n 



Questa espressione ci mostra, che la x è media proporlo- 

naie tra p, c , ch'è nn segmento della i> divisa nel 

1 ui-f-n 

rapporto di in : ». Quindi posto che sia AH questo segmen- 
to, elevando da H la perpendicolare 1IS alla AD , e pro- 
lungandola finché incontra la circonferenza ASD descritta 
sopra di AD presa come diametro, sarà AS il valor della 
x, e però tagliando AP=AS, sarà P il punto richiesto. 

23. Dalla precedente equazione si deducono per la x 
«lue valori uguali, e di segno contrario, mentre è chiaro 
che il problema proposto ammette una sola soluzione. 

Per dichiarare questo fatto, osserviamo che il proble- 
ma in esame è un caso particolare dal problema di con- 
durre tra due rette date AD, AC una retta MN parallela 
a DC talché il triangolo ABC stia al triangolo AMN in un 
«lato rapporto. Or siccome nel cercare 1‘ equazione del 
problema siamo partiti dalla proporzione m t 

ABC : AMN=p* : x* ; 

è manifesto, che la x della nostra equazione é quella del 
problema generale, il quale ammette due soluzioni. 

Il fatto ch'esaminiamo è in opposizione a quello no- 
tato al § 20. In quel problema abbiamo osservato che l'al- 
gebra ci dava una soluzione, mentre il problema generale 
ne ammetteva due : nel problema attuale per contrario 
1’ algebra ci dà le duo soluzioni del problema generale , 
mentre il problema proposto ne ammette una sola. 
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Quindi conchiudianio clic* l' algebra non sempre rag- 
giunge il caso generale partendo dalle condizioni speciali 
della figura; come per contrario non sempre restringe una 
quislionc nelle condizioni della ligure , dandoci un risul- 
ta mento generale. 

24. Dividere la retta AB fig. 13. in un jmnto 0 per modo 
che sia AO =BAxBO. 

Posto AB=a , AO=sc , sarà x*=a(a — x ) , 
onde :r= — ia± V ^ 

Per costruire questi valori della x , osserviamo clic 
il radicale esprime l’ ipotenusa di un triangolo rettangolo 
avente per cateti a , e onde elevando la perpendico- 
lare BH alla AB, e tagliatane una porzione BH=£a, sarà 

All =1/ j «■-t-a* ; quindi descrivendo una circonferenza col 
contro li ed intervallo HB, il valor positivo del x sarà AL, 
ed il negativo AL'. Quindi taglieremo AO=AL, ed O sarà 
il punto richiesto. 

Riguardo al valor negativo osserviamo, che portando 
AI/ in AO', cioè in senso contrario ad AO, il punto 0' ri- 
solve la quislione in un senso più generale , cioè che il 
quadralo del segmento ignoto uguagli il rettangolo della data 
retta AB nella distanza tra il punto B ed il punto richie- 
sto O'; il clic corrisponde a cangiare il segno alla x nella 
equazione precedente. 

25. Dato un punto H fig. 14 sulla bisettrice dell' angolo 
AOIl , fa d'uopo menare per questo punto una retta MN , 
per guisa che la porzione intercetta tra i lati dell' angolo , 
risulti uguale ad una data retta m. 

£ evidente che per la simmetria della figura, vi sa- 
ranno due soluzioni nell’ angolo AOB , le quali , supposto 
che siano MN , M'N', menando IIP , IIQ parallelamente ai 
lati dell’angolo, sarà PM=QN', PM'=QN; quindi pei trian- 
goli simili UPM , QN1I , sarà IIP =PMxON , ovvero 
IÌP*=PMxPM'.(/^ 

Similmente è chiaro, che ri saranno due soluzioni negli 
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angoli adiacenti , e supposto che siano 11GF\ IIFL sarà 
pure HI’ =PFxPF'. 

Ciò posto assumendo per incognita la porzione, che la 
retta richiesta taglia sopra di OD , a contare dal punto P , 
è chiaro che se F equazione del problema contiene tulle le 
soluzioni, le sue radici saranno PM , PM', PF , PF' ; e poi- 
ché il prodotto delle prime due, come quello delle altre è 

uguale a HP*, segue che l’equazione del problema sarà re- 
ciproca, e si potrà risolvere. (0 

Laonde ponendo HP = o , PM=x , sarà OM=a-px , 

ed ON=«-f-— , quindi l’equazione del problema sarà 

x 



(ft-hr )*-+- 2 (<t-f x) ) P = m* 

ove cosAOB=p. 

Sviluppando ed ordinando si ha 

x*-f-2(l — p)ax , -\-( 2«* — 4a'p — — j>)a"x-|-a*=0: 

equazione reciproca come si era veduto a priori. 
Dividendo per x*„ 1’ equazione prende la forma 1 



x" -f- ~ -+- 2 a( 1 - -;i)(x-f- — ) + 2a* — 4;»a* — m*=0; 
x* x 



a’ a* 

e ponendo x-| = z, sarà x*H — ; = z* — 2«* , onde l’c- 

x x 



quazione si riduce a 



«*4-2<i( 1 — ]>) z=4a*p-|-w* ; 

quindi si ricava 

z = — (1 — p)a±:V ( 1 -f-m* . X 
Per costruire questi valori di r, abbasseremo fig. 15. le 
perpendicolari QC, HD sulla 01) , onde sarà OC=PD=/m , 
e PC=a(l — j») ; quindi tagliando DK=PD sarà 
CF = ( 1 e’ però elevando la perpendicolare EK = m„ 
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sarà CK (1 ■+• }»)*«■■+-»«" : quindi portando CK in GL, e 
GL', il segmento PL rappresenterà il valor positivo della 
e PL', il negativo. 

Or ponendo PL=</ , PI/=r/', si avrà 

«• o* 

3 .T -t-— = <7', 

or or 

ovvero 

a -1 — q.r-+-a*=0 , ,t* — ry'x+«*=0. 

Laonde elevando la perpendicolare PG=PII, indi la 
FGF' parallela ad 01$, se si descrive una semicirconferenza 
GSS'F avente per diametro GF=PL , i punti S , S' ove 
questa incontra la Oli daranno le due soluzioni nell’angolo 

AOI$: perciocché si ha PS-t-PS'=q, e PS.PS'=GP*=«*, 
come richiede la prima delle due precedenti equazioni. 

Similmente si avranno le due soluzioni negli angoli 
adiacenti, descrivendo un semicerchio GTT'F' avente per 
diametro GF'=PL\ 

‘iti. Le due soluzioni nell’angolo AOB polreliLero essere 
immaginarie; il clic ha luogo quando il semicerchio GSS'F 
non incontra 01$, cioè quando si ha 

ì[— (1— p)a+l/(i-rp}*«*-H»*]<a , 
ovvero trasportando ed elevando a quadrato , 

a’(l +p)*+»«* <(3— 7>) , rt* , 

onde 

m*<8(1 — |))a*, quindi »»<2«l/‘i(l — cosO), 
c finalmente 

vi <^\a sen J O , cioè w<2FQ. 

Negli^jmgoli adiacenti il problema è sempre possibile; 
infatti si vede che ha sempre luogo l’ ineguaglianza 

ì[(l — V) a +y ( 1 +tì , ii'+»i ’] > a , 
perciocché da questa si raccoglie l'altra 

V (1 »m* > ( i + 1»)« • 
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CAPITOLO II. 



COSTFU’ZIOXK DELLE FORMULE ALCF.RRICHE 

V 27. Applicando rulgorilmo algebrico ad mi problema di 
geometria, ove siamo condotti ad una equazione di 1° grado, 
e l’incognita dinoti una retta, l'espressione di questa si 
presenta in generale sotto la forma di una frazione, nella 
quale la dimensione del numeratore supera quella del de- 
nominatore di una sola unità, perciocché altrimenti non 
potrebbe la proposta espressione dinotare una retta. 

Ciò si farà manifesto dal principio di omogeneità, che 
ci faremo ad esporre nel paragrafo che segue. 

28. Supposto che a, b, c, ecc. esprimano delle rette , 
qualunque equazione algebrica, tra queste grandezze, deve 
essere un equazione omogenea, cioè che tutti i suoi ter- 
mini debbono avere la stessa dimensione. Infatti essendo 
allatto arbitraria l'unità alla quale si rapportano le gran- 
dezze proposte , segue che una qualunque relazione , che 
passa tra esse, devo rimanere inalterata se si cambia di 
unità: or supposto che la nuova unità stia alla prima nel 
rapporto di »»:1, ne deriva che le rette le quali innanzi era- 
no espresse da a,b,c, ecc. lo saranno ora da — , — , —, ee. 

m rn m 

Sostituendo queste quantità ad a, b, c, ecc. nell’equazione, 
si vede che se essa è omogenea, resterà inalterata , dac- 
ché lutti i termini avranno per fattore comune una stessa 
potenza di m; il che non avrà luogo se l’equazione non é 
omogenea. 

y 2fl. Posto questo principio, noi mostreremo come si possa 
costruire il valor della incognita tratta da un equazione 
del 1.° grado. Due sono i casi a doversi considerare: l.°Se 
il dcuom yiatore é un monomio: 2.° Se esso é un polinomio. 

Ciò posto supponiamo che si ubbia a costruire la 
frazione 

3<tbc * 

*=— r-r J 
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Essa può mettersi sotto la forma 



3rtb e e 

2 dee 



Costruendo la quarta proporzionale in ordine a 2<i, Ito,!), 



V 



ed indicandola con h , 



sarà 




quindi 



he e 
e e 

Similmente costruendo la quarta proporzionale h' in 
in ordine a o, h, e e, e il valor della x, si riduce a 

fc'e 

e 

ch'esprime una quarta proporzionale in ordine ad e, li', c. 

È cosa evidente che con lo stesso metodo potremo 
costruire qualunpuc espressione della forma precedente. 

Supponiamo ora che si abbia una frazione il cui de- 
nominatóre sia un polinomio. Se m esprime la dimensio- 
ne del numeratore , ni — 1 esprimerà quella del denomi- 
natore. Indicando con h una retta qualunque, divideremo 
i due termini della frazione per h m ~ *, cosi il denomina- 
tore diverrà la somma di più frazioni della forma innanzi 
considerata, e però esprimerà una linea retta, che si può 
costruire. 11 numeratore moltiplicandolo, e dividendolo per 
h, o per un’altra retta qualunque, si ridurrà al prodotto 
di questa medesima retta per la somma di più frazioni 
eh’ esprimono altresì una retta, e quindi la frazione pres- 
posta sarà una quarta proporzionale in ordine al deno- 
minatore ed ai due fattori del numeratore. 

Cosi si abbia per esempio 

_ 2 a'—W+b* 

J ~ u’-t-b’ 

J 
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Assumendo h — n In fraziono si metterà sotto la forma 




<H 



a 

eh* esprime la quarta proporzionale in ordine a Ire rette 
rlie si possono costruire. 

Y 1 :K). Facciamoci ora a costruire il valor della incognita , 
nel caso che essa ne vieti data da un'equazione di 2.° ({ra- 
do. Se questa equazione manca di secondo termine, il va- 
lor della x si presenta in generale sotto forma irrazio- 
nale, come 

ar=l // «‘-f-li* , £r = l /r n* — b* , x—^nb. 

Or è chiaro che la prima di queste espressioni di- 
nota l'ipotcnusa del triangolo rettangolo i cui cateti sono 
a, c b. La seconda il cateto del triangolo rettangolo avente 
per ipotenusa a , ed un cateto uguale a b ; e finalmente 
la terza la inedia proporzionale tra a, e b. 

Queste sono le forme più semplici sotto le quali si 
presenta il valor della x nel caso che stiamo consideran- 
do; però qualunque sia l’espressione ch'essa può avere, la 
si potrà sempre ridurre alle forme precedenti. Infatti do- 
vendo il valor della x esprimere una linea retta, la quan- 
tità sottoposta al radicale dovrà essere di due dimensio- 
ni , onde moltiplicandola e dividendola per una retta b , 
!' espressione si ridurrà al prodotto di h per una frazione 
ch’esprimerà una retta, e quindi la x sarà la media pro- 
porzionale tra queste due rette. 

Cosi supponiamo ohe si abbia 

. / V + 2 ab' + b’ 

r r a — b 
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Assumendo /«=«, si ottiene 




ette come si vede è una inedia proporzionale tra due rette 
date. 

^ 31. Da ultimo proponiamoci di costruire le radici «li una 

equazione completa di 2.° grado. 

Osserviamo innanzi lutto che basterà saper costruire V 
queste radici soltanto nel caso che I’ equazione prende una 
delle due forme 

— ax-\-b*—0 , 
a-*— a.r— b'=0 , 

perciocché supponendo positivi i secondi termini , i valori 
«Ielle radici non cangiano che solo nel segno. 

Ciò posto indicando con x', x" le radici della prima , 
che sono amenduc positive, si ha 

x' -\-x"—a , x'x"=b t . 

Onde queste radici esprimono i lati adiacenti di un 
rettangolo la cui superficie sia uguale a b % , mentre la somma 
loro sia quanto a. K però descrivendo un semicerchio lig.’ 

1G ADII sopra un diametro AB = «t, ed elevando alla AD la 
perpendicolare BC=b ; menando la CD parallela ad Ali , «■ 
quindi dal punto D, ove questa parallela incontra la circon- 
ferenza, abbassando la perpendicolare DE ad AH , saranno 
come è chiaro i due segmenti AE, E11 i valori delle radici. 

Si vede che questa costruzione ò possibile finché sia 
ò<-ì« ; ed infatti si sa che nel caso contrario, cioè6>-i« , 
le radici della proposta equazione sono immaginarie. 

La seconda equazione avendo le radici di segno con- 
trario le indicheremo con x', — x" , onde sarà 
x' — x"—a , x'.r"=t>*; 

quindi queste radici esprimono i lati di un rettangolo la 
cui superficie sia uguale a b m , mentre la loro differenza 
sia quanto «. 
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E però costruendo un cerchio ACC' fig. 17 , avente per 
diametro a , e menando ad esso una tangente AB=6 , con- 
giungendo il punto I) col centro, e prolungando questa retta 
finché incontra la circonferenza in C',si avranno i due seg- 
menti BC,CB',i quali come è chiaro saranno le radici della 
proposta equazione. 

La precedente costruzione, come si vede, è sempre 
possibile, ed infatti si sa che la proposta equazione ha sem- 
pre le radici reali. 



CAPITOLO III. 



DEL KAPPORTO ANARMONICO 



^ 132. Siano quattro punti A, 13, C, D in linea retta , se si 

prende il rapporto tra le distanze di uno di essi A a due 

altri punti , come 13 , c C , e questo rapporto , cioè* ^5- si 

divide per l‘ altro delle distanze tra il quarto punto D agli 
. DB 

stessi punti, B, C, cioè -j— , si otterrà un nuovo rapporto 
JL/L» 

, AB DB - - . 

eli e — : — , il quale si chiama rapporto (inarmonico 
Al» DC 

de’ quattro punti proposti. 

V 33. Secondo la precedente definizione non si hanno tra i 
quattro punti proposti che solo tre rapporti anarmonici ve- 
ramente distinti, cioè 



AB DB 
AG ; DG * 



AC BC 
AD : BD 



AD CD 
Alt : GB ’ 



perciocché gli altri. 

AC DG AD BD AB GB 
AB : DB ’ AG : BC ’ AD' CD ’ 
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— ri- 
sono inversi de' primi ; e lutti Igli altri clic possonsi for- 
mare, è facile vedere, che sono compresi ne’ precedenti . 

Or se assumiamo positivamente i segmenti che vanno 
tutti nello stesso senso, e negativamente quelli che vanno 
in senso contrario, si ha che de’ tre rapporti anarmonici 
di quattro punti, due sono positivi, ed il terzo negativo; e 
che di più il loro prodotto è uguale a — 1. 
v 34. Dato uno de’ rapporti anarmonici di quattro punti, 
sono dati ancora gli altri due. 

Infatti si ha Gg. 18.* 

AC=AB+BC , BD=BC-f-CD ; 

moltiplicando tra loro queste equazioni, si ha 

ACxBD=(AB+BC-f CD)BC-t-ABxCD , 

ovvero 

ACxBD=ADxBC+ABxGl). 

Or dividendo per ADxBC , si ottiene 

ACxBL) ABxCD 

ADxBC + ADxBC ’ 

ovvero 

AC BC AB C.B 

AD : BD _ AD : CD' 

Se indichiamo con x , y , z rispettivamente i tre rapporti 
anarmonici notali nel numero precedente, questa equazione 
prende la forma 




Moltiplicando questa equazione per zx, ed osservando 
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die xys = — 1 , (33) si ita — l=:x — x , 




onde 



Quindi si vede di' essendo dato uno de’ rapporti z, si 
possono calcolare pii altri due x , y. 

y 35. Se uno de’ rapporti anarmonici fosse uguale, a — 1 , 
i punti proposti formerebbero una divisione armonica. Per- 
ciocché supponendo s= — 1 



AD CD , . , AD AD— AC 

SB : cB— *•“ h ‘ AB ! AB=ÀÓ = 



1, 



quindi ABxAC+ADxA C . — 2 ABxAD , 

e dividendo per AB . AC . AD , si ottiene 



1 J 2 

ÀD + AB — AC ’ 

di’ è la Condizione perchè i punti A , B , C , D formino una 
divisione armonica (6). > 

y Siano due rette OA.O'A* lìg. 19.*: si prendano so- 
pra di esse a coniare dai punti fissi 0,0' due segmenti OM, 
die chiameremo x , O'M' che chiameremo y, colla condi- 
zione di’ essi sodisfìno l'equazione 



xy-\-ax-\- b{/-}-c*=0 , 

io dico che il rapporto anarmouico di quattro punti M sia 
uguale a quello de' punti omologhi M'. 

Infatti indicando con x,,x a ,x i ,x l , quattro segmenti 
qualunque presi sopra di OA, e con y t , y a , y , , y t , i seg- 
menti omologhi sopra di O'A', si avrà 



c*-t- by, _ _ cM-lq/, ^ 

«+>/, ’ ‘ >i+!U 

<:*+!>; >/, ' C*+hi/ 4 

«+y, ' ‘ «+’/« 



* 



Digitized by Google 




— 23 — 



Or il rapporto, anarmonico <le' punti M è espresso da 




Sostituendo in questa espressione i valori sopra no- 
tati si ottiene 



• r «— ■ r » . -y 4 —-r, 

x—j-, ’ a* — a - , 2/a — >J, ‘ ?/<—'/,’ 

cioè clic il rapporto anarmonico de’ punti M è uguale a 
quello de’ punti M'. 

Le due rette OA, O'A' così divise ne’ punti M, e nei 
punti M' si dicono divise omograficamente, o semplice- 
mente che le due rette sono omografiche. 

Y 37. Sia un punto H fig. 20.® nel piano dell’angolo AOA', 
menando per questo punto delle trasversali HM'M , dico 
che le due rette OA OA' saranno divise omograficamente. 

Meniamo IIU parallela ad AO, e poniamo 

OI?=fl , I!II=b , OM=x , OM'=» /. 

Pe’ triangoli simili I IBM e M'OM, si avrà la proporzione 
OM' : OM=IIR : RM , 
ovvero y : x=-h : x — a , 

quindi xy — hx — « i/=0 . 

e però pel teorema precedente le due rette sono omogra- 
fiche. 

38. Osserviamo che viceversa se le rette OA, OA' sono 
divise omograficamente, ed 0 rappresenta due punii omo- 
loghi nelle due divisioni, le rette clic congiungono i punti 
omologhi debbono concorrere in un punto li. Perciocché 
congiunti i punti omologhi M, M', ed N, N', le congiun- 
genti s’incontrino in H: se P, P' rappresentino altri due 
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punti omologhi, segue che congiunta le HP, dovendo il 
rapporto anarmonico dei punti O, M, N, P essere uguale a 
quello de' punti 0, NT, N\ P', il punto P' dee stare per 
dritto con H, e 1’. 

si. 39. Ma per riconoscere elio due rette sono omografiche, 
e calcolarne quindi l’equazione relativa, non v’ha d'uopo 
«li alcuna costruzione , o preparazione geometrica ; per- 
ciocché l'equazione generale dell'omografia ci mostra che 
ad ogni valore della x corrisponde un sol valore per la y, 
e viceversa, quindi tutte le volte, che in una quistione geo- 
metrica siamo condotti a considerare due serie di punti 
posti sopra due rette distinte, o anche sopra una medesi- 
ma retta, ed a ciascun punto della prima serie corrisponde 
un sol punto della seconda, e viceversa, le due rette sa- 
ranno omografiche. 

Cosi nell'esempio del numero precedente si vede che 
ad ogni punto M corrisponde un sol punto M\ e viceversa, 
e «[uindi si può inferire che le due rette sono omografiche. 

Inoltre per calcolare l'equazione relativa, osserviamo 
che nell’ equazione generale dell'omografia 

xy-\-ax+-by-\-c*=0 , y 



se sì suppone x=x , si ha y= — a, e posto i/=x , si ha 
x— — b, cioè che i coefficienti d’x, c d';/ , presi col segno 
contrario , rappresentano rispettivamente il segmento y 
omologo ad x=» , ed il segmento a- omologo ad »/=x • 

Di più supposto x=0 , si ha by— — c* , e similmente 
posto ;/=U, si ha nx= — c*, quindi il termine costante è 
quanto il prodotto del segmento y omologo ad x=0, pel 
segmento x omologo ad y— ao , o viceversa. 

Cosi nella quistione del numero precedente si vede che 
ad x=oo corrisponde y=b, e ad j/=x corrisponde x=« ; 
inoltre per x=0 si ha y=0 , onde 1’ equazione della omo- 
grafia sarà 

xy — bx — ay— 0 , 



come quella che per altra via avevamo rinvenuto. 

V 40- Sia ancora, il cerchio AMA 1 , ed in esso due punti fissi 






Ì 4 

y 



v 



r 



yjr - ^ 
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A, A', fig. 21: congiungendo i punti M dulia circonferenza 
con A, A', è chiaro che le congiungenti genereranno sopra 
una retta fissa 1111' due feerie di punti omografici. Or per 
determinarne l'equazione , prenderemo un punto fisso 1’ 
sulla data retta, e porremo PL=x, PI/=j/, quindi menando 
le AI3, A'B' parallelamente alla data retta si vede che per 
x=zco , si ha j/=PH, e per y=x , x= — PH'; di più si ha 
che ad a=0 corrisponde y= — PK, quindi l’equazione del- 
1‘ omografia nel nostro caso sarà 

xy — PHx+PH'y-t-PH'.PK=0. 

y 41. Quando le due serie di punti di una divisione omo- 
grafica sono allogate sopra una medesima linea retta, vi sa- 
ranno in generale due punti della prima serie che coincide- 
ranno coi loro omologhi nella seconda. 

Infatti quando le due serie di punti stanno sopra una 
medesima retta, assumendo un punto sopra di questa, dal 
quale si contano amendue i segmenti x, y, segue che la 
condizione alla quale debbono sodisfare i punti enunciati 
è .t=i /, quindi l’equazione generale dell’omografia, si can- 
gia in 

le cui radici daranno come è chiaro i due punti enunciati. 

Questi punti si chiamano puliti doppi; i quali possono 
essere reali, immaginari, o coincidenti, secondochè sono 
reali, immaginarie, o uguali le radici di questa equazione. 

Nell’esempio del numero precedente i due punti doppi 
sarebbero i punti comuni alla data retta ed al cerchio.—. 

42. Or supponiamo che AA' fig. 22 sia una retta sulla 
quale siano allogate due serie di punti omografici ; A il 
punto fisso dal quale si contano i segmenti x, y; I sia il 
punto nella prima divisione omologo del punto all’ infinito 
nella seconda, ed 1' il punto della seconda divisione omo- 
logo del punto all’ infinito nella prima ; finalmente A' il 
punto della seconda divisione corrispondente al plinto A 

4 

' *- f 
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nella prima. Pel paragrafo (39), e pel precedente, si avrà 
che l’equazione la quale dà i punti doppi prenderà la forma 

x* — (AI+AI')as-|-AA'.AI=0. 

Se O è il punto medio di II', sarà AI+AI'=2AO, quindi 
se prendiamo per punto lisso questo punto O , svanirà il 
cnclìicienle del secondo termine nella precedente equazio- 
ne; e supponendo che 0, punto della prima divisione, ab- 
bia per omologo nella seconda il punto 0' , si dovrà so- 
stituire (39) ad AA',00', c ad AI, il segmento 01, ovve- 
ro — 01', e quindi l’ equazione che dà i punti doppi , si 
cangia nell’ altra 

x*— 00'.01'=0 , 

rioè che i punti doppi si ottengono, mediante una media 
proporzionale tra le 00', e 01'. 

Osserviamo che i punti doppi sono reali se i punti 0', 
ed I' cadono dalla stessa parte rispetto al punto 0. 

43. Se di una divisione omografica si conoscono due cop- 
pie di punti omologhi, ed un punto doppio, si può costruire 
l'altro punto doppio nel modo clic segue. 

Sia 0 fig. 23 il punto doppio dato, «, a' e b, li' le due 
coppie date di punti omologhi. Menasi per 0 una retta qua- 
lunque 01, e sopra di essa si tagli 011=06, 0B'=06' ; 
congiunte le all, a'B', e prolungate finché s’incontrino in 
H; menando per questo punto una retta HO', la quale tagli 
porzioni uguali dai lati dell’ angolo, sarà 0' l’altro punto 
doppio. 

44. Essendo dille due rette AL, A'L , fig. 24 ed un punto II, 
si vuole per questo punto menare una retta MIIM' la quale 
tagli dalle rette date, a partire da due punti fissi A, A' due 
segmenti AM, A'M', i quali stiano in un dato rapporto, m:I. 

Le trasversali che passano per II divideranno le rette 
date omograficamente (39); ed è chiaro che se sulla AL 
a contare da A si tagliano i segmenti AM" uguali ai seg- 
menti A'M' moltiplicati per ni, i punti M, M" formeranno 
altresì due divisioni omografiche, ed i punti doppi di queste 
serie di punti risolveranno il problema. 
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Ciò posto volendo costruire questi due punti (4‘2), con- 
durremo per H le HI, III' parallelamente alle rette date, 
e tagliando AY uguale a wiA'1', sarà Y il punto della secon- 
da divisione omologo al punto aU’infinito della prima, come 
I è punto della prima divisione omologo al punto aU'infìnilo 
della seconda. Or sia 0 il punto medio di 1Y : conducendo 
la OHO'.e ponendo A«=mA'0', sarà » l’omologo di 0; e però 
tagliando OS=OS\ uguale alla media proporzionale tra 
OY, 0», i punti S, S' risolveranno la quistione. 

45. Supponendo nell’ equazione generale dell’ omografia 
«=ò, esso prenderà la forma 

nj+a{x+y)-\-c*=0. 

Or dando ad x un valore mi, e supposto che il valore 
omologo della y sia tu', è cosa evidente, che viceversa suj>- 
poncndo x=m' si ha y=m: onde se supponiamo che A sia 
un punto della prima divisione , ed A' 1’ omologo nella se- 
conda , segue che considerando A' come punto della prima 
divisione, sarà A il suo omologo nella seconda. 

In questo caso la divisione omografica prende il nome 
di divisione omografica in involuzione. 

46. Supponiamo che A , B , C siano tre punti di una divi- 
sione in involuzione , omologhi ad A', 11', C' : pel numero 
precedente sarà 

AB C'II A'B' GB' 

AG : CVC A^G 7 : CC' ’ 
e quindi, indipendentemente dal segno sarà 

AB.A'C'.CB'=A'B'.AC.C'B. 

Cioè, che quando sei punii sono in involuzione, il pro- 
dotto di tre segmenti , i quali non hanno alcun estremo co- 
mune, è uguale ul prodotto dei tre segmenti umologhi ai 
primi. 

Similmente, si ha 

' CA C'A C'A' CA' 

GB ' G'B C'B' 1 GB' 



Digitized by Google 




— 28 — 



ovvero 

CA. CA' C'A'.C'A 

CB. CB' C'B'. C'B 

Cioè , che il prodotto de’ segmenti tra un punto , e due 
punti omologhi diviso pel prodotto de' segmenti tra lo stesso 
punto, c due altri punti omologhi, è uguale al rapporto de' 
prodotti omologhi. 

47. Nell’ equazione generale della involuzione 
xg+a(x+ij)-\-c’=0 

il coefficiente a , comune ai termini di primo grado , preso 
col segno contrario, rappresenta il valore che prende la x , 
quando si pone »/=» , o viceverga quello della y , se si 
suppone x=<x> ; di più il termine costante sarà il prodotto 
di a per il valore di x omologo ad y = 0, o per il valore di 
y omologo ad x=0 (39). Laonde quando si ha una serie di 
punti omografici , e si ottiene lo stesso valore per i due 
segmenti variabili, sia che si suppone il primo di essi, od 
il secondo uguale all’ infinito , allora i punti delle serie sa- 
ranno in involuzione. 

Così per esempio si abbia un cerchio LM fìg. 25 tan- 
gente alla retta OB, se dai punti A di una retta OA posta 
nel piano del cerchio , si menino le tangenti AH , AH' , i 
punti II, II' formeranno una serie in involuzione. Infatti, ù 
chiaro dal § (39), che questi punti sono omografici, percioc- 
ché ad ogni punto II corrisponde un sol punto II' ; di più 
menando la tangente SL parallela ad OB, e la tangente SK, 
si vede che lo stesso punto K rappresenta l’omologo di II' , 
all’ infinito, come 1’ omologo di H all’ infinito, e perù i punti 
II, II' sono in involuzione. 

Prendendo il punto 0, ove s’ incontrano le due rette 
date per punto fisso , si ha che 1’ equazione della involuzio- 
ne, relativa a questo caso, sarà 

xy — 0K(x4-j/) + OK . OM=0 

perciocché se il puulo H coincide con 0, li' andrà in M. v 
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A&. .Se uh quadrilatero ABC!) fi},'. 2(5 eroga segato da una 
trasversale PP', dico, che i punti PP', QQ', HIP, ove essa 
incontra i lati opposti, e le diagonali stanno in involuzione . 

Infatti consideriamo i quadrilateri, che avendo fissi i 
punti PP', QQ , c BC abbiano gli altri due vertici A , D so- 
pra BQ, CQ', e per dritto con P : uno di questi infiniti qua- 
drilateri sarà il quadrilatero proposto. 

Or si vede, che a ciascun punto li non corrisponde che 
un sol punto IP e viceversa, e quindi questi punti formano 
una divisione omografica (39) , nella quale i punti PP' , e 
QQ' rappresentano due coppie di punti omologhi ; percioc- 
ché se il punto li coincide con Q , la PA cadrà sopra PQ , 
ed i punti D ed IP in Q' : similmente cadendo il punto II in 
P, il punto D cadrà in C , e quindi II' coinciderà col pun- 
to P'. 

Dico inoltre , che uno stesso punto sarà l'omologo di II 
all’ infinito , o di IP all' infinito. Infatti il punto II starà al- 
P infinito quando la GH diviene la CS parallela a QQ', quin- 
di congiunta la PSL', e la BL'O, sarà O il punto omologo di 
II all’ infinito. Similmente per trovare l’omologo di lì al- 
l’ infinito , si condurrà la BS' parallela a QQ', e congiunta 
la PS' c la LG , questa passerà per lo stesso punto 0 ; per- 
ciocché si ha che le rette PQ, PS, PL, l’K dividono omo- 
graficamente le rette KQ, KQ' (37), e però sarà 

SQ . LQ_L'Q' S'Q' 

SK ‘ LK L'K : S'K ’ 

ovvero a causa delle parallele BS', SG, QQ', 

BQ LQ L'Q' CQ' 

BK : LK — ITiT : GK ’ 

onde si vede che i punti II, Q, K, I, sono omografici agli al- 
tri L', Q', K, C, e però le rette QQ', LC, BL' concorrono 
nello stesso punto 0. 

Quindi si ha, che l’equazione della involuzione di que- 
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sii punti sarà, prendendo il punto Q per punto fisso 
«y— QO(x+y)+QQ'. Q0=0. 

40. Suppongasi , che sopra una retta AB sia allogala una 
serie di punti in involuzione, sia 0 il punto omologo del 
punto all’ infinito, e B sia I’ omologo del punto A , dal quale 
si contano i segmenti. L’equazione delia involuzione di que- 
sti punti, sarà quindi 

ary — AO(.c-|-y)-t-AO . AB=0. 

Or se in luogo di calcolare i segmenti dal punto A , si 
volessero calcolare dal punto 0, si dovrebbe sostituire nel- 
la precedente equazione in luogo d’tc, e d’y, x+AO, y+AO, 
quindi si avrebbe 

xy=AO.BO. 

Onde si ha, che è costante il prodotto delle distanze di 
due punti omologhi dal punto 0. Questo punto 0 si chiama 
centro della involuzione. 

50. Conoscendo due coppie di punti omologhi AA', BB', 
si può determinare il centro della involuzione descrivendo 
due circonferenze, l’uria che passa per A, A' l’altra che 
passa per B, B' : è chiaro che l’asse radicale di questi due 
cerchi, segnerà sulla data retta il centro richiesto. 

51. In un sistema di punti in involuzione , se un punto 
coincide col suo omologo , quel punto è detto punto doppio, 
o fuoco del sistema. 

Questi punti sono due, c sono egualmente lontani dal 
centro ; infatti per ottenerli, è chiaro che bisogna suppor- 
re x=y, nell’ equazione 

xy=AO.BO, (40) 

onde avremo x=±J/AO.BO. 

Questi punti sono reali, se due punti omologhi qua- 
lunque come A, B stanno dalla stessa parte del centro 0, e 
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sono immaginarli nel caso contrario ; perciocché allora 
l’equazione della involuzione è 



xy= — AO . BO. 

• 

52. Due punti omologhi A, B, ed i due fuochi, F, F' di un 
sistema in involuzione formano una divisione armonica. 

Infatti indicando con 0 il centro, cioè il punto medio 
di FF', si avrà 

ÒF=OA . OB , 

eh’ è la condizione perchè i quattro punti enunciati formi- 
no una divisione armonica (7). 

53. Se un fascio di quattro rette OA, OP, OB, OQ, fig. 27 
le (piali s’ incontrano in un medesimo punto 0 vien tagliato 
da una trasversale qualunque AQ, dico che sarà costante il 
rapporto anarmonico de quattro punti di sezione. 

Infatti abbassando la perpendicolare OH sulla AQ si ha 

AP BP AP.OH BP.OH_ 

AQ : BQ AQ.OH = BQ.OH - 

AO.OPsenAOP PO.QBsenPOB senAOP senPOB 
AO.OQsenAOQ BO.OQsenBOQ senAOQ senQOB 

Essendo costante il secondo membro di questa equazione 
lo sarà altresì il primo. C. B. D. 

senAOP senPOB . 

Il rapporto tktc : - a ~, \ T7 81 chiama rapporto anar- 

r senAOQ senQOB 

monico del fascio. 

5-4. Se la trasversale è divisa armonicamente dalle qnat— 
. , AP BP 

Irò rette, cioè se si ha —— : — = — 1, sara pure per quel- 
AQ BQ 

lo che precede 

senAOP senPOB 

senAOQ senQOB 
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e in questo caso il fascio delle quattro rette prende il no- 
me di fascio armonico. 

55. Da un punto H fig. 28 , preso nel piano dell’ angolo 
AOB si meni una trasversale qualunque IIPP' ; li' sia il 
eonjugato armonico di 11 rispetto ai punti P, P' ; se si con- 
duca la OH'S, le quattro rette OH, OA, OS, OB formeran- 
no un fascio armonico, e tutti i punti IP coniugati armonici 
di 11 saranno allogali sopra la retta OS, la quale si chiama 
la polare del punto li rispetto all’angolo AOB, come il 
punto II prende il nome di polo della retta OS relativamen- 
te all’ angolo AOB. 

56. Sia un quadrilatero completo ABCD1IK , fig. 29 : si 
conducano le diagonali CA, DB, KIT, indi le HO, KO. Poiché 
da un punto K si sono condotte le KH, KB, KP, KCsarà(37) 

HA DA HB CB 

hi : dT-Tìp : CP' 

Similmente essendosi condotte pel punto 0 le OH, OB, 
OP, OC tra i lati dell’angolo DHC, si avrà 



HB 


CB 


Il D 


AD 


IIP 


: CP“ 


III 


: Al 


HA 


DA _ 


HD 


AD 


Tir : 


DI ~ 


HI 


AI 



d’ onde si ricava , osservando che AD ò uguale e di segno 
contrario a DA, 



HA Al 

HI) : Di - ~ 1 ’ 

e però la AD è divisa armonicamente ne’ punti H, I, quindi 
le quattro rette KI1, KB, KP, KG formeranno un fascio ar- 
monico, e le due diagonali CA, DB, che sono due trasversali 
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in questo fascio, saranno divise armonicamente, la prima 
ne’ punti O, P, la seconda ne’ punti 0, Q. Laonde le CD, 
CO, CB, CQ formando altresì un fascio armonico, sepie 
clic la terza diagonale K1I sarà pure divisa armonicamente 
nei punti P, Q. Onde in ogni quadrilatero completo cia- 
scuna diagonale, è divisa armonicamente dalle altre due. 

57. Sia 1’ equazione * 

xy -t-mas-p ni/+p=0. 

nella quale m, n, p, esprimano delle grandezze costanti , e 
la x indichi il rapporto de’ seni degli angoli clic una retta 
variabile OM, fig. 30, passando pel punto fisso 0 comprende 
colle rette fisse OA, OB : similmente la y esprima il rap- 
porto de' seni degli angoli, che una seconda retta variabile 
O'N comprende colle rette fisse 0'A\ O'B'. 

Menando comunque una retta OM , cioè assegnato un 
valore alla x, è chiaro che la proposta equazione ci darà 
il valore corrispondente per y, e quindi sarà determinata 
la retta O'N omologa di OM. . 

Or i fasci di rette così formati intorno ai punti O , O', 
diconsi fasci omografici, i punti 0, 0' i ccntn, e le OM, 
ON, raggi. 

58. In due fasci omografici il rapporto enarmonico di 
quattro qualunque raggi OM lig. 30 : è uguale al rapporto 
anarmonico dei quattro raggi omologhi. 

Infatti menando IfS, ICS' parallele rispettivamente ad 

PH P'H' 

OB, O'B', segue che sarà x = — , y == | j7q 7 ' sostl tuendo 

questi valori nell’ equazione, si ottiene 

IIP . H'P' + mO'IP . PH + nOII . II'P' + pOH . 0'H'=0. 
la quale equazione dimostra che i raggi OM , O'N dividono 
omograficamente le rette HI, II'I', e quindi il rapporto anar- 
monico di quattro raggi OM , è uguale a quello de’ raggi 
omologhi. 

59. Se la congiungente i due centri di due fasci omografici 
rappresenta due raggi omologhi ne' due fasci , tutti i punti 
d' incontro dei raggi omologhi stanno per dritto. 
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Infatti siano B, C fig. 31 , i punti ove s’ ineonfrano i 
raggi omologhi Oli, O'il, ed OC, O'C : congiunta la Cll e 
prolungala in A, supponiamo che P, P' siano i punii ove 
questa retta è incontrala ila «lue altri raggi omologhi OP.O'P. 
Dovenflo essere il rapporto anarmoniro de'punti A, 1!,C, P, 
uguale a quello de’ punti A, II, C, P', segue che i punti 
P, P' debbono coincidere. 

(K). Allo stesso modo come abbiamo osservato nella di- 
visione omografica , diremo che ogni qualvolta ad una retta 
variabile OM, non corrisponde che una sola retta O'N, i fa- 
sci così formati sono omografici. Così siano O, 0' due punti 
«li una circonferenza, ed M un punto di questa , poiché ad 
ogni raggio OM,non vi corrisponde che un solo raggio O'M, 
segue che le rette OM, e le O'M formano intorno ai punti 
0,0' due fasci omografici. 

(il. Supponendo che le rette OA, Olì le quali sono arbi- 
trarie, coincidano colle O'A', O'B', che sono egualmente 
arbitrarie, vi saranno due raggi del primo fascio i quali 
coincidono cogli omologhi nel secondo. 

Infatti i raggi enunciati corrispondono al caso che si 
supponga x—y, quindi 1’ equazione 

**+( m + *»)*- f-p=0. 



darà la posizione di questi raggi. 

Questi raggi si dicono raggi doppi del fascio omografi- 
co ; c corrispondono ai punti doppi della «livisione omogra- 
fica in una trasversale nel fascio, c al pari di questi punti 
possono essere reali, o immaginari. 

(ì‘2. Se nell’equazione di un fascio omografico suppongasi 
tn=n, essa, si cangia nell’ altra 



£ri/+ in (x+y)+p = 0, 

ed il fascio determinato da questa equazione si dirà fascio . 
omografico in involuzione, e incontrerà una qualunque tra- 
sversale in punti in involuzione. I punti doppi in questa 
trasversale congiunti col centro del fascio, daranno i raggi 
doppi del fascio , i quali saranno reali o immaginari , se- 
condochè que’ punti sono reali, o inimaginarii, o veramente 
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sccoiulochè sono reali o immaginarie le radici dell’equa- 
zione , 

a. -, -f-2/nx-f-2J=0 , 

(53. Un fascio in involuzione ha sempre due raggi che 
sono tra loro perpendicolari. 

Perciocché menata una trasversale qualunque fìg. 32, 
PI,, i punti d’incontro col fascio saranno in involuzione, 
e quindi congiunto il centro O di questa divisione con O' 
centro del fascio, se facciasi 

O'O : OM=OM r : 01 , 

essendo M , M' due punti omologhi qualunque, il cerchio 
che passa per 0' ed I e che ha il centro sulla trasversa- 
le, segnerà due punti sopra di questa , i quali congiunti 
con 0* daranno i due raggi omologhi perpendicolari. 

CAPITOLO IV. 



IELLE COORDINATE 

04. Le quistioni nelle quali bassi a considerare il sito 
di un oggetto geometrico , non potrebbero essere agevol- 
mente trattate così come quelle delle quali ci siamo finora 
occupati. 11 metodo da tenere per cosilTalte quistioni , e 
che forma propriamente lo scopo delta Geometria analiti- 
ca , noi ei faremo ad esporre ne’ capi (he seguono, per- 
lochè premettiamo in questo le seguenti nozioni. 

^ 05. Se in un piano si menino due rette fig. 33. OX,OY, 
che s’incontrano, se inoltre da un punto qualunque M del 
I iano medesimo si conducano le MP,MQ rispettivamente 
parallele alle OY,OX, queste rette, o le loro uguali OQ,OP, 
si chiamano le coordinale del punto M, e più particolar- 
mente OP l'ascissa , ed CXJ 1’ ordinala ; c di più le rette 
OX,OY rispetto alle quali si prendono queste coordinate, 
si chiamano assi coordinali, c più particolarmente OX l’asse 
delle ascisse, ed OY asse delle ordinale. 11 punto O ove gli 
assi s'incontrano prende il nome di origine delle coordinate. 
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È chiaro che le coordinate dell’ origine O sono uguali 
a zero , come i chiaro altresì che tutti i punti dell' asse 
OY hanno l’ascissa uguale a zero, c quelli dell’asse OX 
hanno l’ordinata uguale a zero. 
r Citi. Ciò posto se conveniamo di prendere positivamente 
le ascisse che vengono tagliate da 0 verso X , e negati- 
vamente quelle che cadono da O verso X'; così ugualmente 
se assumiamo come positive le ordinale tagliate da 0 verso 
Y, e come negative quelle che cadono sul prolungamento 
OY', si fa manifesto che il silo di un punto nel piano de- 
gli assi è pienamente determinato, ove si conoscano le sue 
coordinale , ed i segni che le affettano. Supponendo per 
esempio clic un punto M abbia per ascissa 3 , e per or- 
dinata — 5; il che esprimiamo scrivendo x=3 , y— — 5, 
ovvero M(3, — 5); per costruirlo si taglierebbe 011=3, OK=r5, 
e poscia menando per II , e K le parallele agli assi , il 
punto M' ove queste rette s’ incontrano sarebbe il punto 
richiesto. 

'f (Ì7. Dati due punti fig. 34 M(x',y'), M'(x",y"), calcolare 
la distanza MM'* 

Menando lo ordinate, e la MH parallela ad OX, sarà 
MII=x" — x' , M'H=y " — y', e cos MHM'= — cos», indicali- ** 
do con » l’angolo degli assi. Quindi avremo nel trian- 
golo MI1M' , 

MM'*=(x" — x')*+(y" — y')’ — 2(x" — x')(y" — y')cos » , 
onde 

MM'=l^(x" — x')*+(y" — y')*-t-2(x" — x')(y" — y')cos ». 

Se gli assi fossero rettangolari, sarebbe coss=0/onde 

MM'=|/(x" — x')*-+-(y" — 1 /')\ 

Se il punto M' cadesse sull’origine si avrebbe 

OM=l/x'*-l-y'*+2x'»/'cos », 
c nel caso degli assi rettangolari sarà 
1 OM=l/x'*-hy' i 
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^ G8. Dati due punti fig. 35, M(x', y'), M'(x",y"), calcolare 
le coordinate del punto II, che divide la MM' nel rapporto di 
m : il. 

Menando le coordinate di questi punti, si ha ( 

PL : L Q=m : n , 

onde chiamando a 1 , y le coordinale del punto ignoto, si ha 
x — x 1 : x" — x=m : n, 
nix"-+nx’ 

c però x= 

w+ti 

Similmente si ha 



my"-\-ny > 

m+n 



Supposto »i>n, e che la retta MM' fosse prolungala in 
11' nello stesso rapporto di »n : « , si avrebbe per le coordi- 
nate del punto II', 



nix 



-nr 



ni — n 



y=- 



»«!/'' — ny 1 



ni — il 



Si vede che queste formolo si ottengono dalle prece- 
denli cangiando il segno ad n. 

Se supponiamo m—n, cioè che il punto II sia il punto 
medio di MM', si avrebbe 



3. 



x’+x" 

- 



V-H/ 

y-— 



t9 



Quindi conoscendo le coordinale di due punti si otten- 
gono quelle del punto medio della congiungente , prenden- 
do la semisomma delle ascisse, e la scmisomma delle or- 
dinale dei punti proposti. 

Si vede che se questi punti hanno le coordinate uguali 
e di segno contrario, risulteranno zero le coordinale del 
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punì» medio, e però la congiungenlc di due punti che limi- 
no le coordinale uguali e di segno contrario passa per l’ori- 
gine, e viene divisa per metà in questo punto. 

X 05). Esprimevi: le coordinate x, y di un punto M (ìg. 5 iti 
prese rispetto a due assi Ox, Oy in funzione delle coordinate 
X, Y dello stesso punto prese rispetto a due altri assi OX,OY 
di data posizione. 

Considereremo parlitamente i vari casi che può pre- 
sentare la quisliouc enunciala. 

1° I nuovi assi siano paralleli ai primi. 

Indicando con x', y' le coordinale della nuova origine 
<)', è cosa evidente che si avrà 

: r=.T'+X, 

52° Siano i nuovi assi ortogonali al pari de’ primi , ed ab- 
biano i due sistemi la stessa origine. 

Conducendo le tjL , Q1I rispettivamente parallele ad 
O.r, Oy, sarà 

y=ML+QH, 

,r— DII — L(J. 

Or ponendo. XU.r=» , sarà 
ML=Y cosa, QL=Ysen*, QII=Xscna, 011=Xeosa. 

Onde sostituendo, si ottiene 

y=Y cos a-t-Xsen a, 
a— co sa — Ysena. 

Se il nuovo asse delle X cadesse aldisollo di Ox , a sa- 
rebbe negativo , e le forinole precedenti si cangiano nelle 
altre 

y=Ycosa — Xsena, 
x=Xcosa+Ysen a. 

3° 1 due sistemi di assi siano amendue obbliqui , ed 
abbiano la stessa origine. 
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Fatta la stessa costruzione, come nel caso precedente, 
si ha egualmente 

t/=ML+QH, 
x = OH-— LQ. 



Or ponendo xOi/=<r, XOx=», YO.r=j3, sarà 1' angolo 
l.MQ=p — *, LQM=180° — |3, OQlI=t» — *, e però ne’ due 
triangoli MLQ, OQ11, si avrà 



ML: 



Sen -Y , Ql— ’V , 



sen» 



seri» 



0,I=— X,OH=^±^ , X. 



sen» 



sen« 



Onde sostituendo otterremo 

Ysen/3+Xsen* 

?/= . 

sen» 

Xsen(» — a)-+-Yscn (v — ,S) 

sen » 

Se gli antichi assi sono rettangolari, queste forinole si 
cangiano nelle altre 

y=Y senj3+Xsen«, 
x=Y cosp+X cosa , 

Se in questo caso l'asse delle ascisse restasse lo stes- 
so, sarebbe »=0, e si avrebbe 

j/=Y sen/3, .t=\‘ cos f (-X. 

■i° Da ultimo supponiamo che varii l'origine, e la dire- 
zione degli assi. • 

Menando per la nuova origine O' le O'A , O'B parallele 
ad Oar, 0>j, si avrà 

,j- f,'+Ml\ a— c'+O'P, 
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Sostituendo per MP, O'P i valori d'x, e d' y del caso 
precedente, si otterrà 

I * 

( Y sen ?-!-X sena 
son » 



!/=!/'+ 



Y son (®— 0)+X son (.«—») 

X—X H — 

SCll» 



70. Il silo di un punto M fig. 07, in un piano può essere 
ancora determinato, conoscendo la sua distanza MO da un 
punto fìsso 0, c l'angolo MOA che questa congiungentc 
comprende con un asse fìsso OA. 

II punto fisso 0 chiamasi polo, e la congiungentc MO 
raggio vettore del punto M. 

Or pel polo 0 s’ intendano passare due assi Ox , Oy, e 
sia ® P angolo eh’ essi comprendono, indicando con xy le 
coordinale del punto M rispetto a questi assi , potremo 
esprimere queste coordinate in funzione delle coordinale 
polari del punto M, cioè la MO che chiameremo j>, e l'ango- 
lo MOA, che chiameremo *. 

Infatti ponendo AO.r=0, si avrà nel triangolo MNO , 
formato dal raggio vettore, e dalle coordinate rettilinee del 
punto M 



sen (0+*) sen f v — (0+«) 1 

y= p , x— i J -p. 

sen» sen» 

Se gli assi fossero ortogonali, si avrebbe 

y=j>scn(0-l-a), x=fcos(0-f-*). 

Se in questo caso l'asse polareOA. coincide con Ox.si ha 
y=j>scn», x=j>cos*. 

74. Elevando a quadrato' e sommando le due ultime e- 
quazioni del numero precedente si ha , onde 
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p = E se le dividiamo si ottiene = 1a£* ovvero 

r x 

x 

« = arc : tang— . Con queste formolo si calcolano le coordi- 
V 

naie polari di un punto, allorché se ne conoscono le ret- 
tilinee. 

7* 72. Date le coordinate polari p'*', p"«" di due punti M.M', 
fìg. 38 calcolare la loro distanza MM'. 

Nel triangolo MOM', si ha 

MMr'*=OM t H-OM'* — 20 M . OM' cos MOM' , 
ovvero 2pp' cos (*'—*"). 

CAPITOLO V. 

L U O C, Il I GEOMETRICI 

73. Indichiamo con xy le coordinate di un punto, e sup- 
poniamo che esse debbano soddisfare una sola relazione,’ 
come per esempio 

3 a H-J/ == 'l 1 : 

in questo caso i valori di queste coordinate non sono de- 
terminati, e quindi il punto non è dato. 

Cosi assegnando alla x de’ valori qualunque, come 

x=0 , =1 , =2 , =3 , ec. 
i valori corrispondenti per y saranno 

t/=ll , =8 , =5 , =2 , ecc. 

e però lutti i punti (0,11) , (1,8), (2,5), (3,2), ec. sodisfa- 
no La data relazione. 

Ciò posto noi possiamo concepire, che i valori arbi- 
trarli die si assumono per la x, si succedano di una ma- 

« G 
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niera continua, cd allora anche i valori corrispondenti della 
j/ si succederanno di una maniera continua , onde si fa 
manifesto che gl’ infiniti punti le cui coordinate sodisfa- 
no la proposta equazione si troveranno allogati sopra di 
una linea continua, o geometrica, cioè di una linea i cui 
punti godono tutti di una medesima proprietà, c che nel 
nostro caso è che tre volle 1' ascissa di un punto qualun- 
que di questa linea, più l’ordinata sia ugnale ad undici. 

Questa linea così determinata diremo esser la rappre- 
sentazione geometrica della proposta equazione, o il luogo 
geometrico de’ punti che godono della cennata proprietà. 

Se 1’ equazione fosse di grado superiore, avrebbe luogo 
lo stesso ragionamento. Solo osserveremo, che in questo 
caso, a ciascun valore della x corrispondendo in generale 
più valori per la y , ne segue che la linea o luogo geo- 
metrico della proposta equazione, in generale è fornita di 
più rami. Così per esempio, sia l'equazione y*=\x si vede 
che ai valori della x 

x=0 , —i , =2 , eco. 

Corrispondono quelli della y 

x=0 , = :±2 , =rt2j/2, ec. 

onde tagliando sull’ asse delle ascisse le porzioni tìg. UH 
OA=4,OA'=2, ec. e menando le ordinate AM=AM'=2, 
A # N=A I N — 2|/2, ec. si vede che la curva si compone di 
due rami ON , ON'. 

74. Da quanto precede si fa chiaro, che un dato punto 
sarà allogato sopra di una data curva, quando le coordi- 
nate del punto sodisfano l’equazione della curva medesima. 

Inoltre si vede che se un’equazione manca del termine 
costante, la curva passerà per l’origine delle coordinate. 

75. Viceversa una qualunque curva geometrica avrà la 
sua equazione , la quale dinoterà una proprietà comune a 
tuli’ i suoi punti ed espressa in funzione delle coordinale 
de’ punti medesimi. 
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Questa proprietà forma la definizione della curva: onde 
data la definizione della curva, ne sarà data l'equazione, 
come si farà manifesto dagli esempi che seguono. 

76. Tulli i punti dell'asse delle ascisse hanno la proprie- 
tà di avere l'ordinala uguale a zero, e però y — 0, sarà 
l’equazione di quest’asse. 

Similmente sr=0, sarà l’equazione dell’asse delle y, 
perciocché tutti i punti di questa retta hanno l'ascissa ugua- 
le a zero. 

77. Una retta parallela dell’asse delle y , e che taglia su 
quello delle x una porzione uguale ad o, avrà per equazione 
a~« , dacché tutti i punti di questa retta hanno 1’ ascissa 
uguale ad a. Ed y—b sarà l'equazione di una retta parallela 
all’asse delle x, e che taglia su quello delle y una porzione 
uguale a b. 

78. Tut ti i punti della bisettrice dell’angoló degli assi aven- 
do l’ordinata uguale all'ascissa, segue clic y=x , sarà l'e- 
quazione di questa retta; come y= — x sarà l’ equazione del- 
l’altra bisettrice, perciocché tutti i punti di questa retta 
hanno le coordinate uguali, e di segno contrario. 

79. Per ottenere l’equazione di una data circonferenza, 
basterà esprimere che luti’ i suoi punti sono lontani dal cen- 
tro per quanto è il raggio, c però indicando con a, b le coor- 
dinate del centro, con r il raggio, e con «j 1’ angolo degli 
assi, si avrà 

(x — (rf+{y — J»)M-2(x — a){y—b) cos ta=r' 
per l’equazione richiesta. 

80. L'ellisse cuna curva i cui punti congiunti con due punti 
fissi, la somma delle congiungenli è costante. 

Siano F,F' fig. 40 i due punti fissi: assumiamo per asse 
delle ascisse la retta che passa per questi punti, e per asse 
delle ordinate la perpendicolare a questa nel punto 0, me- 
dio di FF'. 

Supposto M un punto della curva, e ponendo OF=OF'=c, 
si ha 

MI—bV-He-x)» , ; 
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onde esprimendo con 2a la retta costante si avrà 

V y*4-(c— x)’+l/ j/ , 4-(c+x)*=2(t ; 

portando il primo radicale nel secondo membro, ed elevan- 
do a quadrato, dopo fatte le riduzioni, si ottiene 

ex — a*= — a]/ y*-t-(c — a-)* ; 
onde elevando di nuovo a quadrato si ha 

— c*)x*=a’(a* — c*). 

Essendo a> c , porremo a* — c*=ò* , e quindi.!’ equa- 
zione della curva sarà 

«* y’ -j- b*x* -f- a* ò* . 

Prendendo il valore del y, si ha 

y = ± 

« 

Or a ciascun valore delle x corrispondendo due valori per y 
uguali e di segno contrario , si vede che la curva è simme- 
trica rispetto all’ asse delle x ; ed è simmetrica altresì ri- 
spetto all’ asse delle y, come si vede risolvendo l'equazione 
rispetto ad x. 

Inoltre è chiaro che la x non può essere >±rn, pe’ 
quali valori la y diventa zero, onde tagliando OA=OA '—a, 
ed elevando da questi punti A, A' le perpendicolari all’asse 
<lelle x, la curva sarà tutta compresa tra queste rette. Si- 
milmente si vede, che la y nrn può essere maggiore di -Hi. 
onde tagliando OB=OB'=5, ed elevando da questi punti 
B,B' le perpendicolari all’ asse delle y , la curva non avrà 
alcun punto fuori di queste rette, onde sarà tutta compresa 
entro il rettangolo formato dalle rette accennate. 

81. L’equazione di questa curva in coordinate polari, es- 
sendo 0 il polo ed OX 1’ asse fisso , si ottiene (71) ponendo 
x=f cos», y=psen*, nell’ equazione innanzi ottenuta. So- 
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sliluendo, c prendendo il valor di j>*, si ottiene 

a’b* _ a* 6* _ aV 

^ a*sen*«-f-ò*cos*.i b’-t-fa* — 6*)sen’« b’-f-c , sen lt * 

Questa equazione ei mostra , che due raggi vettori che 
stanno per dritto sono uguali, onde il punto 0 è centro del- 
la curva. 

Inoltre si vede, che il massimo valore di p si ottiene 
quando si suppone «=0 , ed il minimo quando « = 90° ; e 
però la AA' si chiama asse maggiore dell’ ellisse, e BB' 
l’asse minore: onde la curva prende la forma espressa 
nella figura. 

Similmente osserveremo che due raggi vettori sono 
uguali, s’essi s’inclinano all’asse maggiore sotto due angoli, 
uno supplemento dell’altro, essendo sen«=sen(i80° — «). 

I punti A , A', B , B' si dicono vertici della curva : 
i due punti fìssi F, F' i fuochi dell’ ellisse, e OF, o OF' 
eccentricità. 

82. Se si assumesse il vertice A' per origine , è chiaro 
che nell’ equazione precedente è d’ uopo sostituire, alla x , 
x — a. Sostituendo ed ordinando si ha 





2 b* ~~ . 

In questa equazione il coefficiente della x , — esprime 

ladoppia ordinata del fuoco. Infatti ponendo nella precedente 

~ h» , 2b* 

equazione a=o — c, si ha i/=F'Q= — , onde QQ'= — • 

a a 

Questa corda focaie QQ' perpendicolare all’ asse si chiama 
parametro della curva. 

83. Volendo costruire questa curva per assegnazione di 
punti, .4* potrebbero descrivere de’ cerchi aventi i loro cen- 
tri ne’ fuochi, ed i cui raggi abbiano una somma costante 
2a: è cosa evidente che i punti comuni a ciascuna coppia di 
questi cerchi sarebbero punti della curva. 



f 
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Ma sarà più agevole perù di assegnare i punti di un’el- 
lissi allorché se ne conoscono i due assi servendosi di un 
principio diesi ricava facilmcntedalla stessa equazione della 
curva. Infatti supponiamo che OA, OB fig.41 siano i due se- 
miassi di un’ellissi: assumendo queste rette per assi coor- 
dinati e ponendo OA=a, OB=l> l’equazione della curva 
sarà u*i/’+ b’a5'=a*ù t . Or se descriviamo un cerchio ANA 1 
avente per diametro l’asse maggiore della ellissi, l’equa- 
zione di questa circonferenza sarà perciocché 

il primo membro di questa equazione esprime il quadrato 
della distanza di un punto qualunque N della circonferenza 
dal centro 0, ed il secondo membro esprime il quadrato del 
raggio. Ciò posto ricavando i valori della y dall’ equazioni di 
queste due curve si avrà 

y=±:— l /«* — x* , y = ±\/a* — x*. 
a 

Considerando le ordinate di queste curve corrispon- 
denti ad una medesima ascissa OP,è chiaro che la x avrà lo 
stesso valore nelle due equazioni onde si avrà la relazione 

NP : MP=o : b. 

Cioè che il rapporto tra le ordinate corrispondenti alla 
medesima ascissa sono hi un rapporto costante di a : b. 

Laonde descrivendo un secondo cerchio col medesimo 
centro 0, c con un intervallo uguale al semiasse minore OB, 
se tiriamo de’ raggi ON, abbassando le perpendicolari NP, e 
le parallele HM all’asse maggiore si avranno tanti punti M 
della curva per quanti se ne vogliono. 

83. L’ iperbole è una curva i cui punti congiunti con due 
punti dati, la differenza delle congiungenti è costante. 

Poste le stesse notazioni, c gli assi come nel problema 
precedente, si avrà 1’ equazione 

V y'+{c-\-s)'—V y*-J-(c — x)*=2a , 
quindi facendo svanire i radicali, come nel caso preceden- 
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le, si olliene per equazione della curva 

«*;/* — (c , =a*)x*= — «’(c* — a*) , 
ed essendo c> a, porremo c® — a®=ò®, onde si ha * 
a®»/‘— ò*x®=— «®b*. 

Prendendo il valore della */, abitiamo 

b, 



V 



=±-Vx‘ 

a 



onde si vede che la curva è simmetrica rispetto all’asse 
delle x ; e similmente prendendo il valor della x , si con- 
chiude eh’ essa è simmetrica rispetto all’ asse delle y. 

Inoltre poiché la x non potrebbe essere minore di-t-a. 
segue che tagliando fig. 42 , OA=OA'=o , ed elevando dai 
punti A, A' le perpendicolari all’ asse delle x, la curva non 
avrà nessun punto tra queste rette. 

Ciò posto poiché nulla limita i valori della x da dto sino 
adrao, segue che la curva si estenderà in due rami sino 
all’ infinito, uno sull’ asse positivo delle x, e l’altro sull’as- 
se negativo : onde prenderà la forma rappresentata dalla 



figura. 



85. Operando come nel caso precedente si 
equazione dell’ iperbole in coordinale polari 

a*l>* 



ottiene per 



b 1 — (a*-f-ù*)sen** 

Questa equazione ci mostra come precedentemente, 
che il punto 0 è centro della curva ; di più che il minimo 
raggio vettore è uguale ad a^j Inoltre si vede che questo 
raggio vettore diventa infinito, se si pone 



seti a= 



Va'-\ -h' ' 



ovvero 



tang*=:±: - , 
a 



'i y 

vf m ì n cs - h 1 
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p perù nell' iperbole vi sono due relle, che passando pel 
centro, incontrano la curva all’ infinito. Queste rette, si di- 
cono asintoti dell’ iperbole. 

Se si pone 



b 

sena > 

Va'-j-b' 



il valore di p diventa immaginario, e quindi non incontra la 
curva, finché aumentando il valore di », ritorna ad essere 



ovvero 



Ya'+b' 



lang«= , 

fi 



nel qual caso esso coincide coll' allra retta che incontra la 
curva all’ infinito ; e finalmente aumentando ancora il va- 
lore di *, il raggio vettore diventa di nuovo reale , ed in- 
contra la curva. 

Osserveremo da ultimo , che due raggi vettori sono 
uguali se comprendono angoli supplementi coll’ asse Ox. 

La W è detta asse trasverso dell’iperbole: e tagliando 
OB=OB'=ò , la BI1' si chiama asse immaginario, dacché 
non incontra la curva. 

I punti A, A' si dicono vertici dell' ijicrbole , ed F , F' i 
fuochi. 

Assumendo il vertice A per origine, é d’uopo sostituire 
nell’ equazione x+a, alla x, e si ottiene 



, 2ò* h* 1 

•V 



La corda focale perpendicolare all’ asse trasverso è 

delta parametro della curva, ed è quanto - — 

a 

Ffi. Si può descrivere questa curva per assegnazione di 
punti descrivendo de’ cerchi aventi i loro centri ne’fuochi 
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od i cui raggi abbiano una differenza costante 2 a: i punii 
comuni a ciascuna coppia di questi cerchi sarebbero punti 
dell' iperbole. 

87. La parabola è una curva, i cui punti sono ugualmente 
lontani da un punto fisso, e da una retta fissa. 

Sia F il dato punto, ed AS la retta data fìg. 43. 
Abbassando da F la perpendicolare FA sulla AS, pren- 
deremo AF per asse delle ascisse, e la perpendicolare ele- 
vata a questa dal punto medio 0 della FA, per asse delle y. 

l’osto FO=m, e supponendo M un punto della curva , 
si avrà abbassando la MQ perpendicolare sopra di AS 

MF == — },i )* , MQ=m+x , 

onde sarà 



l/y*+(x — m)*=m-\-x , 

e quindi 

' •. i/*=4mx , 

cb' è 1’ equazione della curva. 

Prendendo il valore d' y, si ha 

y=-i-\/&tnx , 



onde si vede che la curva è simmetrica rispetto all’ asse 
delle x, e che si estende aU'infìnito, tutta sull'asse positivo 
delle x, perciocché è manifesto che la x non potrebbe as- 
sumere un valor negativo. 

Il punto F è detto fuoco della parabola , la retta 4m , 
cioè il quadruplo della FO, si chiama parametro, c la i etta 
AS direttrice. 

Per avere 1’ equazione di questa curva in coordinate 
polari, prenderemo per polo il fuoco F , e la OX per asse 
fisso, si avrà, contando le ascisse x «lai fuoco F, 

MF=2m+r, 
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onde 



c quindi 



p— Strn+p cosa,- 



2 m 



e—:, 



-eos* 



Ponendo *=90° si avrà 1’ ordinata del fuoco j>=2n» , 
onde si vede che la corda focale perpendicolare all’ asse è 
quanto il parametro. 

88. Per descrivere questa curva per assegnazione di 
punti, allorquando se ne conosce il fuoco F lig. 44, e la di- 
rettrice AB , si potrebbero descrivere de' cerchi aventi i 
loro centri nel fuoco, tagliare sulla perpendicolare FA ab- 
bassata dal fuoco alla direttrice le AP uguali ai raggi di 
questi cerchi, ed elevare le perpendicolari MPM' ; i punti 
M,M' sarebbero punti della curva. 

89. Da quanto precede si raccoglie , che un’ equazione 
della forma 

y*z=mx+naf, 

può rappresentare 1’ ellisse, I’ ipeibole, la parabola, secon- 
dochèè»<0, >0, =0. 

/• 90. Queste tre curve ellisse, iperbole, parabola si chia- 

mano sezioni coniche, o semplicemente coniche, perciocché 
gli antichi le consideravano , come le sezioni prodotte da 
un piano nella superficie di un cono retto. Infatti meniamo 
per l’asse di questo cono un piano perpendicolare al pia- 
no secante ; questo piano taglierà la superficie conica se- 
condo due lati fig. 45, (SA, SA', ed il piano secante secondo 
una retta AA'. Supponendo che il piano secante non tagli 
che una sola falda del cono , descriveremo due cerchi 
GFH, G'F'IF tangenti ad AA' , ed ai lati SA, SA' del cono, 
e siano F,G,H i punti di contatto del primo cerchio colle 
rette accennate, ed F', G', H', quelli del secondo : è 
chiaro che questi cerchi rappresentano le sezioni prodotte 
dal piano ASA', nelle due sfere tangenti alla superficie co- 



* 
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nica ed al piano secante. Ciò posto , supponendo essere M 
un punto della sezione prodotta dal piano secante colla su- 
perficie conica, sarà la SM tangente alle due sfere ne’ pun- 
ti L, 1/ ove questa retta incontra i due piani di contatto 
GLH, G'L'H', che sono paralleli, ed è chiaro che la LL' sa- 
rà costante, qualunque sia il punto M preso sulla sezione. 
(Jr essendo ML=MF, ML'=MF', segue che sarà MF-t-MF'= 
costante ; e quindi la curva è un'ellisse di cui F, ed F' sono 
i fuochi. 

Menando per M un piano perpendicolare all’asscdel cono, 
esso produrràinquesto una sezione circolare NMN', laquale 
incontrerà il piano secante secondo una retta MP , perpen- 
dicolare ad AA' ; quindi prolungando la liG in D, si avrà 



GN GA 

DP XD 



ma essendo GN=LM=MF, e menando A'K pa- 



rallelamente a GH, 



. , GA AK 

si ha pure — = — , sara quindi 



-= — — • Elevando dal punto D una perpendicolare DE 



MF AK 

DP AA' 

alla DA nel piano secante, e che è la comun sezione di 
questo piano con quello di contatto, ed abbassando da M la 
perpendicolare MQ sulla DE , si avrà essendo DP=MQ, 

= cioè che le distanze di un punto qualunque del- 
MQ AA' 

la curva dal fuoco, e dalla retta DE, stanno nel rapporto 
AK 

costante di — — . Or se osserviamo, che AK è uguale ad 

AA 

FF', perciocché se da GG' ed AA' che sono uguali togliamo 
dalla prima GA e KG' , e dall’ altra le loro uguali AF ed 
A'F' si avrà AK = FF', si raccoglie che il rapporto costante 
sarà quello della distanza focale, all’ asse maggiore. 

La retta DE si chiama direttrice colla curva. Si ha si- 
milmente un’ altra direttrice elevando la perpendicolare 
D'E' nel piano secante alla AA'. 

Se il piano secante incontra le due nappe del cono, fatta 
la stessa costruzione si haMF' — MF=ML' — MI.=LL'=cost: 
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quindi la curva è un’ iperbole , e le direttrici sono pure le 
intersezioni del piano secante, coi piani di contatto , dimo- 
strandosi similmente come nella ellissi. che le distanze di 
un punto della curva da uno de’ fuochi e dalla direttrice 
corrispondente stanno nel rapporto costante della distanza 
focale all’ asse trasverso. 

Supponiamo infine che il piano secante sia parallelo ad 
un lato del cono , cioè la AA' sia parallela ad SH. Immagi- 
nando la sfera HGF tangente al cono, ed al piano secante, e 
la DE comun sezione di questo piano col piano di contatto; 
per un punto M della sezione meniamo la ME perpendicola- 
re a DE, e congiungiamola SM; or essendo parallele le ME, 
SH, segue che le ME,SM,SHsono in un piano, ed H,L,E 
per dritto, cioè sulla comun sezione del piano del contatto 
con quello delle SH, ME ; quindi poiché è SL=SII , sarà 
LM = ME , ma è ML=MF, quindi sarà MF=ME; onde la 
curva è una parabola, di cui F è il fuoco, e DE la diret- 
trice. "f- 

91. Sia un cerchio AB lìg. 46; se dall'estremo A del dia- 
metro AB, si conducono delle rette AL alla tangente BL, me- 
ttala al punto B, e sopra ciascuna di queste rette si prende 
una porzione AM uguale a CL, la curva cosi generata dai 
punti M è detta Cissoide. 

. Prendendo per asse delle x la AB, e la perpendicolare a 
questa nel punto A per asse delle y, c ponendo AB=a, si ha 



x : y— a : BL 



. 02 / 
" x 



similmente abbiamo 



1/xM-y* : a=y : BC=- 



«2/ 



1/ x’+y* 

Quindi pel triangolo rettangolo BLC, si ha 



«*i/* 






d’onde si trae 
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t 

* 



v 



a — x 



di’ ù l’ equazione richiesta. 

Prendendo il valore della y , si ha 






onde si vede, che la curva richiesta è simmetrica rispetto 
all'asse delle x; e di più che la x non può assumere un va- 
lore maggiore di a, nè un valor negativo, onde la curva è 
tutta compresa tra l'asse delle y, e la tangente DL. Cre- 
scendo la x da zero ad a, il valore della y aumenta da zero 
sino all'infinito, cioè la curva si avvicina indefinilivamen- 
te alla tangente BL , che incontra all’infinito; e quindi 
prende la forma espressa nella figura. 

92. Sia un punto A fig. 47, cd una retta LI/; pel punto A 
si conducano delle rette AHM, e sopra ciascuna si tagli una 
porzione HM uguale ad una data retta, la curva così genera- 
ta dai punti M si chiama Concoide. 

Per ottenerne l'equazione, abbassiamo dal punto A la 
perpendicolare AS sulla LL', e questa perpendicolare assu- 
meremo per asse delle x, come la perpendicolare a questa 
elevata dal punto A, per asse delle y. 

Or si ha, ponendo AS=a , c la data retta uguale a b , 

aii 

x : y=a : HS=— « 
x 

onde 

+(x—af=b* , 



ed eseguendo le operazioni 






b*x* 

(a — x)* 



x'. 



Ch’è l'equazione della curva. 
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Prendendo il valore della y, si ha 




onde si vede , che la curva è simmetrica rispetto all’asse 
delle x. Inoltre supposto l/>a, si ha die ponendo a ~=a — b, 
la y diventa uguale a zero, onde tagliando sull'asse negati- 
vo una porzione AS' uguale a b — a, pel punto S' passerà la 
curva, e poiché tra i due valori della a; , a — b e zero, la y 
non diventa nè immaginaria , nè inlìnita, si vede che la cur- 
va ha un nodo ABS'B'. Or crescendo la x da zero sino ad a, 
la y va aumentando, e diventa infinita per x—a onde incon- 
trerà all'infinito la retta LL'. 

Da ultimo osserviamo che ponendo x=a+b, la y torna a 
diventare uguale a zero, onde tagliando SK = l>, K sarà un 
punto della curva , ed a misura , che la x diviene minore di 
«-J— b, la y aumenta, e ritorna ad essere infinita per x =a, 
e però la curva ha un secondo ramo NKN', che incontra, 
siccome il primo, la LL' all'infinito. Quindi la curva prende 
la forma della figura. 

93. Indichiamo con xt/.le coordinate di un punto, e sup- 
poniamo eh' esse debbano soddisfare le due condizioni 



f{x,y,a)=0 , <f(x,t/,<i)=0 , 

nelle quali la quantità a sia variabile. Assegnando ad a un 
valore, le due precedenti equazioni esprimeranno due cur- 
ve, e quindi i punti M comuni a queste due curve, soddisfe- 
ranno le date equazioni. 

Ciò posto io dico, che il luogo de’punti M si otterrà eli- 
minando la a Ira le due equazioni proposte. Infatti supponia- 
mo risolute le due equazioni rispetto ad a, onde si abbia 



quindi 



«=F(a-,y) , a=*(x,y) , (I) 



Y(x,y)=*{x,y ) , (2) 
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sarà la risultante delle date equazioni. Ora è manifesto che 
per tutti i punti della curva (2), l’ equazioni (1) danno lo 
stesso valore per a , onde l’equazione (2) sarà l’equazione 
del luogo richiesto. 

Può avvenire, che a dei punti M corrispondano per a 
dei valori immaginari; allora comunque fossero immagina- 
rie le curve (1), pure sarebbero reali i loro punti comuni. 

94. A rischiarare la precedente teorica , ci proporremo 
la seguente quistione. 

Una reità dì costatile grandezza AH fig. 48, scorre lungo 
i lati dell' angolo retto AOB, si vuole il luogo di un dato pun- 
to M della retta mobile AB. 

Prendiamo per assi i lati dell'angolo dato, e ponia- 
mo AB=1 , AM=m , BM=n, e la porzione variabile OA =«, 

onde OB=l /<• — «*• 

Ciò posto , si ha 

l : ni=a : a — x , 



l : m=A/l * — «* : g , 

onde si trae 

la — lx=ma , 
ly = m l/f* — a*. 



Queste sono nel nostro caso 1' equazioni (1) del numero 

precedente, onde eliminando la quantità variabile a, si avrà 

il luogo richiesto, cioè 
» 

«*!/* + m*x , —‘n , n* , -f~ 



equazione di un’ellisse. 

95. I.e curve geometriche sono classificate secondo il 
grado della loro equazione , perciocché comunque una cur- 
va possa avere infinite equazioni diverse , essendo infiniti 
i sistemi di assi ai quali possiamo rapportare le coordinale 
de’ suoi punti , tutte però queste equazioni che appartengo- 
no alla medesima curva saranno dello stesso grado , per- 
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ciocché per passare da un sistema di assi ad un altro , fa 
d’ uopo sostituire alle variabili x, y delle espressioni di pri- 
mo grado rispetto alle nuove coordinate (69), il che non' al- 
tera il grado dell' equazione. 

Cosi diremo che la linea retta è una linea di primo 
grado, perciocché è sufficiente di avere osservato in un 
caso particolare, che 1’ equazione di una linea retta è al 
primo .grado, per conehiudere che 1’ equazione di una retta 
qualunque non può essere che al primo grado. 

Similmente diremo che il cerchio , I’ ellisse , 1‘ iper- 
bole , la parabola sono curve del 2.° grado. La. cissoide 
di 3." la concoide di 4.° 

96. Se si hanno l'equazioni di due curve j\x,y)=0, <p(x,i/)=0, 
e si vogliano determinare le coordinate de’ punti comuni a 
queste curve, è chiaro che dovendo esse sodisfare amendue 
le proposte equazioni, bisogna supporre, che le x, y abbia- 
no lo stesso valore nelle date equazioni, e quindi il sistema 
de’ valori d ’ x , e y che si trac da esse rappresenterà le 
coordinate richieste. 

Cosi, per esempio, volendo i punti dove una data curva 
f(, r,j/)=0 incontra 1‘ asse delle x , ò d’ uopo combinare la 
data equazione con quella dell’asse delle x, cioè t/=0; onde 
avremo I’ equazione f{x)— 0, le cui radici esprimeranno le 
ascisse de’ punti cercali. Similmente l'equazione f(y)z=0 ci 
darà le ordinate de’ punti dove la data curva incontra l’asse 
delle ordinate. 

97. lJa quanto precede si raccoglie , che due curve non 
possono avere più punti comuni di quante unità sono nel 
prodotto de’ loro gradi, perciocché sappiamo dall’ algebra 
che due equazioni 1’ una di grado ni , e 1’ altra di grado » 
non possono avere una risultante di grado maggiore di »m. 

Quindi si vede, che una linea retta non può incontrare 
una curva di grado m in più di m punti. Così una conica 
non può avere più di due punti comuni con una retta. Nè 
due coniche si possono incontrare in più di quattro punti. 

I sistemi di valori d'x, e d’i/, che si traggono dall' equa- 
zioni di due curve non sono in generale tutti reali , quindi 
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segue che generalmente due curvo hanno de' punti comuni 
reali, ed altri punti comuni immaginari!. 

Se tra questi sistemi di valori due fossero identici , al- 
lora due punti comuni alle due curve coinciderebbero , ed 
in tal caso diremo che le due curve si toccano. 

!)8. Siano f(x,y)=0, <p(x, i/)=0 , 

l' equazioni di due curve, io dico che l’ equazione 
f( x > y)+k't{x, y)=0 , 

nella quale k rappresenta una quantità qualunque , espri- 
merà una curva, che passa po’ punti comuni alle curve 
proposte. 

Infatti indicando con x'y' le coordinate di uno qua- 
lunque de' punti comuni, si avlà 

f(x',y')=0, <p(x', ?/')=<>, 

onde sarà pure 

f ( x ‘ ’■>/)-+- *?(*'» t/')=0. 

t)0. Se si ha un numero qualunque di equazioni L=0 , 
M=0, N=0, ec. e queste si moltiplicano tra loro , il pro- 
dotto die se ne otterrà LMN cc.=0 , rappresenterà il siste- 
ma di tutte le curve date dall’ equazioni proposte , percioc- 
ché è chiaro che le coordinate di un punto qualunque di 
ciascuna di queste curve, riducendo a zero un fattore della 
nuova equazione, ridurrà a zero anche il prodotto. 

Viceversa se un’ equazione di un grado qualunque si 
risolve in fattori, essa rappresenterà il sistema delle curve 
rappresentale dai fattori medesimi. 



8 
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CAPITOLO VI. 



DELLA LINEA RETTA 



■100. Data una retta fìg. 4!) AB, comunque situata rispetto 
agli assi, esibirne 1‘ equazione. 

Pongasi OA=a , OB=6. La proprietà comune a tutti 
i punti di questa retta è, che il rapporto dell'ordinata MP 
di un suo qualunque punto M , alla retta PA è costante , 
ed uguale a quello di OB : OA ; quindi sarà 

y : a — x=b : a, 

onde 



eh’ è 1' equazione richiesta. 

È manifesto, che i segni a e b cangiano, secondochò 
la data retta taglia gli assi dalla parte positiva , o dalla 
parte negativa. 

Traendo dalla precedente equazione il valore della y, 
si ha 

b 

V— x+b : 

a 



e se poniamo l’angolo BAX=*, cioè l’angolo, che la 
data retta comprende coll' asse positivo delle x, e quello 
degli assi uguale ad <», si avrà nel triangolo ABO 



onde 



b : a=sen* : — sen («- 

b sen* 
a 



0 » 



SCufiu — a) ’ 

quindi 1’ equazione della retta prende la forma 



sen* 

V — 7 \X+b ■ 

sen(® — *) 

Onde risolvendo 1’ equazione della retta rispetto alla 
y , si ha che il coefGcicnte della x esprime il rapporto 
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dei seni degli angoli, che la retta comprende cogli assi, 
e per termine costante la porzione che la retta medesima 
taglia dall’ asse delle y. 

Se gli assi sono ortogonali sarà 

sen(® — «)=sen(90° — *)=cos», 
e 1’ equazione della retta ci cangia nell’ altra 
i/=xtang *-+-ò. 

Cioè quando gli assi sono ortogonali, c l'equazione della 
retta è risoluta rispetto ad y , il coefficiente della x espri- 
merà la tangente dell’angolo, eh’ essa retta comprende col- 
l’asse positivo della x. 

Se la retta proposta passa per l'origine, sarà costante 
il rapporto delle coordinate di un suo punto qualunque , ed 
uguale a quello de’ seni degli angoli, che la retta compren- 
de gli assi, onde la sua equazione sarà 

sen* 

lf= 7 ; 

sen(® — *) 

e nel caso degli assi rettangolari 
y=xtan*. 

sen * 

Qui osserviamo, che se il coefficiente della x, ; — • — , 

sen(® — «) 

ha un valor negativo, è d'uopo che sia cioè che la 

retta cada tra l’asse positivo delle y, e l’asse negativo delle x. 

101. Un' equazione di primo grado fra due variabili espri- 
me una linea retta. 

Sia la proposta equazione. 

Ax-|-Bi/+C=0 , 

essa può meltersi sotto la forma 



A B 

C C 

onde tagliando sugli assi fig. 50, OM=— — ,ON=— — , la 
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retta MN sarà la rolla espressa dalla proposta equazione. 
Perciocché ricavando l'equazione di questa retta, si ottiene 
un’equazione identica alla proposta. 

Osserviamo, che supponendo OM=x , e ON —x , cioè 
A=0 , e lt=0, la retta andrà all’ infinito, e verrà espressa 
dall'equazione assurda C=0. 

Se 1’ equazione proposta fosse 

Ax+Bj/=0 , 



mettendola sotto la forma — = — — , si vede che il luogo 

x li 

espresso dall'equazione è tale , che le coordinate di un suo 
qualunque punto sono in un rapporto costante — , e quin- 
di sarà una retta che passa per l’origine , e s’ inclina agli 
assi per guisa che il rapporto de’ seni degli angoli che 

comprende con essi sia uguale a — - (100). 

102. Data V equazione di una retta AaH-Iij/-|-C=0 , calco- 
lare l’angolo eli' essa comprende coll'asse 2 >ositiro delle x. 

Chiamando a l'angolo richiesto, ed ® l’angolo degli assi 
si ha (100) 

sena A 

sen(s> — a) Pi 

ovvero 

Iisena= — Asen»cosa + A eosrscna , 
d’onde si ricava 

A sen w 



langa = 






A cos «■ — lì 



103. Esibire V equazione di una retta Alì fig, 40, in funzio- 
ne della perpendicolare OQ, che le si abbassa dall'origine, 
e degli angoli che questa comprende cogli assi. 

Pongasi OA=a, OB=b, OQ=p, e siano a,, 3 gli an- 
goli, che la perpendicolare OQ comprende rispettivamente 
cogli assi delle x, e delle y. 
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Or I' equazione ili AD essendo (100). 




si ha moltiplicandola per p 

- *+f y-/>=o. 

a b 

Ma essendo 



si ottiene 



V P 

— = cosa, - = cosj3, 
a b 



a:cosa+!/cosj3 — ])=0 , 



per l’ equazione richiesta. 

Se gli assi sono ortogonali questa equazione si cangia 
nell’ altra 

x cosa-)-»/ sena — p= 0. 

} 

104. Ridurre l’ equazione generale Ax-(-By-+-C=0 , alla 
forma x cosa-f-t/cosj9 — p=z 0. 

Moltiplicando la proposta equazione per un fattore igno- 
to M, è chiaro che la condizione alla quale deve sodisfare 
questa quantità ò 

— AM=cosa; 

or essendo a complemento dell’angolo, che la data retta 
comprendo coll’asse delle x, sarà 

A cos U - — B 



tanga=- 



onde 



c quindi 



cosa: 



A sen» 

A sen» 



( 102 ); - - - 



l/AM-B*— 'J AD cos* 



M: 



l/A*-|- D* — ±\.D cos v 
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Quindi l'equazione richiesta sarà 

Ascn» Bsen.- 



-x — 



I/AM-B*— 2ABcos«> V A'-hB*— 2AB cos » 

G S en*i 0 



:V 



I/A'-hB’— 2ABcos.» 



Se gli assi sono ortogonali, la precedente equazione si 
cangia nell’altra 



u y - - 1 1 

|/A*+B* V A*+B* l/A’+B* 

onde sarà 

A fì C 

cos*= - sena = — . p = — - ■. 

l/A*+B* l/A*-f-B* l/A’-hB* ' 



105. L’equazione generale di 1° grado a due variabili non 
avendo che due sole costanti, perciocché si può sempre di- 
videre tutta 1’ equazione per uno de’ coefficienti, segue che 
si richieggono due condizioni perchè queste due quantità 
costanti siano determinate , e quindi perchè sia data la po- 
sizione della retta rappresentala dall’ equazione. 

Avendosi un numero minore di condizioni, la retta re- 
sterà indeterminata. 

100. Qual' è la forma dell'equazione di una retta, che 
passa per un punto dato x'y' ? 

Il punto dato è il punto comune alle rette 

x — x'=0 , y—y'=0, (77) 

quindi 1’ equazione richiesta, sarà (08) 
y—,j'^-k(x—x')=0, 
ove k è una quantità indeterminata. 
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Se il punto dato fosse il punto d’incontro delle due 
rette date 

Ax-f-By-t- C=0 , A’x-f-B'y-l-C^O, 

1' equazione richiesta sarà 

Ax+By-f C+h(A'x + B'y+ C')=0. 

Quindi si vede, che se nell’ equazione di una retta si 
trova un coefficiente indeterminato al primo grado , la 
retta passerà per- un punto dato. 

Se questo coefficiente indeterminalo fosse il termine 
indipendente dalle variabili , il punto dato starebbe al- 
l’ infinito ; perciocché supposto che nell’ equazione 

Ax+By4-C=0 , 

la quantità C sia indeterminata , si vede che comunque 
varia il valore di C , 1’ angolo che la retta comprende \ 

coll’ asse delle x non cangia , perciocché quest’ angolo è 
indipendente da C (102), quindi si avrà un sistema di rette 
parallele le quali si può considerare , come se s’ incon- 
trassero in un punto posto a distanza infinita. 

Similmente supposto che siano indeterminati amen- 
due i coefficienti nell’ equazione della retta, se perù esi- 
ste tra essi una relazione a primo grado, la retta passerà 
per un punto fisso , perciocchò dalla data relazione pos- 
siamo trarre il valore di uno de’ coefficienti, e sostituirlo 
nell’ equazione proposta , allora questa non conterrà che 
una indeterminata al primo grado, e quindi la retta che 
rappresenta passerà per un punto fisso, -j- 

107. Date le coordinate x'y' , x"y" di due punti , de- 
terminare l’equazione della retta, che passa per essi. 

Una retta qualunque che passa pel primo punto è 
espressa da 

y— y'+k(x— x')=0 ; 
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similmente una retta qualunque clic* passa pel secondo 
punto è espressa da 



y-y"+k'(x-x")=0. 

Or se determiniamo le k , e k' in modo clic queste 
due equazioni divengano identiche , ò chiaro che ciascuna 
di esse sarà la retta richiesta. 

Essendo uguali i coefficienti della y, le due equazio- 
ni divengono identiche ponendo 

k=k', y'+kx'=y"+kr", 

1 k— ì, '~~ ìl " 

onde k — rj » 

x — x 



e però la retta richiesta sarà 






Se il secondo punto x"y" fosse l’origine, la prece- 
dente equazione si cangia nell’ altra 

x'y — y'x=0. 

Imporla di osservare, clic so le coordinale de’ punti 
dati siano connesse da due date relazioni della forma 

Ax'+By'-f C=0, A*"+By"+C=0 , 

allora è cosa evidente che 1’ equazione richiesta sarà 
Ax+By-f-C=0. 
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108. Calcolare la lunghezza MP fig. 51, della perpendico- 
lare abbassata da un dato punto M(x'y'), sulla data retta AB 

ce cos*-f-j/cosiS — 1)=0. 

Menando pel dato punto la A'B' parallela ad AB , l’e- 
quazione di questa retta, sarà della forma 



a:cos*-)-j/cos^ — p'=0. 

perciocché è chiaro che gli angoli a, e p non cangiano. 

Or dovendo questa retta passare pel punto M , si avrà 



x'cosa-f-i/'cosjS — p r — 0 : 
onde p'=x'cos*-+-y'cosp. 

Ciò posto essendo MP=IIH'=ji' — p, si avrà 
MP = ±(;c'cOSa-f-y'cos? — p). 



Abbiamo posto il doppio segno , perciocché se il punto 
M stesse tra 1’ origine e la retta , la distanza richiesta sa- 
rebbe uguale a p — p'= — (x'cosa-f-y'cos^ — p). 

109. Se l’equazione della retta fosse data sotto la forma 



Ax + iy-f-C=0, 



fa d’ uopo ridurla alla forma precedente (104) , quindi 
avrebbe 



si 



MP = ± 



(Ax'-t-B»/'-f-C)sen *> 
A*-t-B* — 2ABcos» 



Se gli assi sono ortogonali, questa forinola si cangia 
nell’ altra 



MP — ± 



A.r'-f-Bi/'-f-C 

l/.V+Ii'* 



9 
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lio. Date l equazioni di due rette Ax -+- By -f- C = 0 , 
A'x-f-B'y-f- C' =0, calcolare l' angolo ch’esse comprendono. 

Chiamando <p l’ angolo richiesto, ed », «'gli angoli che 
le due rette comprendono coll’asse delle ascisse positive , 
si ha 



tang*: 



Asen « 
Acos® — B ’ 



tang*'= 



A'sen ® 
À'cos® — 11 



; ( 102 ) 



quindi sarà 



tang 9 =tang( « — »') = 



tang* — tang*' 
l+tang*tang*' 



(AB — AB')sen® 
AA'-j-BB' — (AB'-t-A'B)cos® 



Se gli assi sono ortogonali, si avrebbe 



tangtp 



A'B— AB' 
AA'+BB' ' 



HI. Dalla formola precedente si raccoglie, che due rette 
sono parallele nel caso, che si abbia 

A'B— AB'=0, 

ovvero 

A B 
A 7 ~'F 

è 

Cioè che due rette sono parallele quando i coefficienti 
delle variabili sono proporzionali. 

Onde se 1’ equazioni di due retto differiscono solo pel 
termine costante, le due rette saranno parallele. 

Quindi se nell’equazione di una retta , si sopprime il 
termine noto si avrà 1’ equazione della retta, la quale pas- 
sando per 1’ origine, è parallela alla retta proposta. 
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Similmente si vede, che due rette sono perpendicolari 
se si abbia la condizione 

AA'+BB'— (AB'-4-A/B)cos®=0, 
c nel caso degli assi ortogonali 

AA'-f-BB'=0. 

La condizione del parallelismo di due rette può anche 
ottenersi cercando il punto comune alle rette proposte (!16) 
e poi supponendo che questo punto stia all’ infinito. Or 
traendo i valori d’ x e d’ y dalle date equazioni, si sa che 
questi saranno infiniti se il determinante di queste equa- 
zioni medesime è nullo, onde sarà 
A B 

= 0 

A' B' 

la condizione richiesta, cioè AB' — A'B=0. 

412. Per un punto dato x'y' menare una retta parallela 
ad una retta data Ax-)-By+C=0. 

È manifesto che 1’ equazione della retta richiesta, sarà 

A(x— a:')-t-B(t/— 1/')=0. 

413. Per un punto dato x'y' menare una retta perpendico- 
lare ad una retta data Ax-t-By+C=0. 

L’ equazione di una retta qualunque, che passa pel da- 
to punto è 

y—y'+k(x—x')= 0. 

La condizione perchè questa retta sia perpendicolare 
alla retta data essendo 



ovvero 



Afc-J-B — (A-f-Bfc) cos m — 0 , 

1 A cosi » — B 

A — Bcos® 



sostituendo si avrà 



, Acos*> — B, 

y-y , + A -Bcos® (X - a;)=0> 



eh’ è T equazione richiesta. 



V- 
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Se gli assi sono ortogonali, si avrebbe 
A(y-y')-B(x-x')=0. 

HA. Esibire l'equazione della bisettrice dell'angolo di due 
rette date, 

x cosa^f-ycos^ — p=M , xeosa' -t-ycos?' — p'= 0. 

Indicando con x,y le coordinate di un punto qualunque 
della bisettrice, si avrà che 1‘ espressioni 

xcosa-)-ycos/3 — p , xeosa'-f-j/eos^' — p' , 

saranno le perpendicolari abbassate dal punto sulle rette 
date (108). Or dovendo lutti i punti della bisettrice essere 
egualmente lontani dai lati dell’ angolo, segue che 

xcosa-q-ycos? — p=xcosa'4-ycos£' — p' 
sarà I’ equazione richiesta. 

Cambiando il segno ad una sola delle due perpendico- 
lari, si otterrà 1‘ equazione della bisettrice dell'angolo sup- 
plemento, perciocché per questo angolo mentre una delle 
perpendicolari cade nello stesso senso di prima, l’altra ca- 
de in senso opposto ; quindi la seconda bisettrice, sarà 

xcosa-J-ycosj9 — p= — (xcosa*-t-ycos^' — p'). 

Se gli assi sono ortogonali 1’ equazioni delle bisettrici 
saranno 

xeosa-f-ysena — p=±(xcos'»-f- ysena' — p'). 

Se le rette proposte fossero sotto la forma 
Ax+Ry+C=0, 
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I' equazioni richieste sarebbero 



A.r-t-Ry-f-C A^r-t-R'iH-C/ 

1/ A’-J-li* — -ALSco.s a> — 2A'lVcos» 

E pel caso degli assi ortogonali 

Ax4-Ry-f-C A'xH-R'y+C' 

1/A-+R* ~ l/A'*+B" 

è 

115. Date le ascisse x', x" di due punti M, M' allogati 
sopra una linea retta y — y ’=k(\ — x') , determinare la di- 
stanza tra questi due punti. 

Chiamando y" 1’ ordinata corrispondente ad x " , si avrà 
y' — y”—k(x' — x ") : sostituendo questo valore nell’ espres- 
sione generale della distanza tra due punti, si avrà 



AIM'= V k'(x'— x")'+{x’— x"f+ 2/c(x'— x")* cos « = 



(x' — x") |//t -t-tlfccosao-t-1. 

110. Date le coordinate x'y', x"y" di due punti , e la retta 
Ax-f-Ry-t-C=fì , calcolare il rapporto de' segmenti , ne' quali 
la data retta taglia la congiungente i due punti dati. 

Indicando con xy le coordinate del punto d' intersezio- 
ni 

ne c con — il rapporto richiesto, si avrà (08) 

11 



nix"- f-nx' my"-\-ny' 

ni-)-» ’ ^ ni-)-» 

Or queste coordinate dovendo sodisfare la data cqun- 
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zione, si otterrà sostituendo, 

A (nix" +nx')+B(mj/" ny') + C(»i -4- »)= 0, 



onde 



«t Ax'+By'+C 
)T = Ax"-|-Bi/"+G 

117. Esprimere l'equazione di una retta Ax-t-By -f-C=0, 

mediante V equazioni di tre rette date. *' 

A 1 x-f-B I i/4-C I =0, A t x-pB,y-fC* t =0, A.x+B.y-t- €,=(). 

Moltiplicando queste equazioni rispettivamente pe’ fat- 
tori ignoti M, , M„ , M, , si avrà che la somma di queste tre 
equazioni sarà identica alla proposta , ponendo le tre rela- 
zioni , 

M,A I +M,A,+ M J A i =A. 

M, B, + M,B, + M,B, = C, 

M l C,+M,C,+M,C,=C. 

I)a queste tre equazioni si trarranno i valori di 
M. , M. , M, . 

Se le tre rette proposte s’ incontrano in un medesimo 
punto, il problema diviene impossibile, perchè le coor- 
dinate del punto comune alle tre rette dovrebbero soddi- 
sfare anche la data equazione Ax + By+ C = o, il che non 
può aver luogo se questa quarta retta non passa pel punto 
comune alle tre rette proposte. 

118. Equazione polare della linea retta. 

Preso un punto 0 per polo fig. 52 , e la perpendicolare 
OP sulla data retta , per asse fisso, e ponendo OP=ji, 
M0P=4 a ed OM=p, sarà evidentemente j>cos» = ^>, 
P equazione polare della retta proposta. 



i 
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Se 1’ asse fisso facesse un angolo x con OP, l'equazione 
precedente prenderebbe la forma 

f cos(0 — *)-P- 

Osserviamo che un’equazione della forma 



j>(Acos0-t-Bsen0)=C , 



si può ridurre alla forma precedente , dividendola per 
l/A'-f-B*, e ponendo 



A 

cos*= — — , 

l/A*-f-B* 



B 



sen»= 






V— 



V A*-j-B* 



ESEMPI SULLA LINEA RETTA. 



119 . Se due rette OA, OA', fig. 53 hanno V equazioni della 
forma y — ax=0, y-t-ax=0, esse formeranno insieme co- 
gli assi un fascio armonico. 

r , . . , senAOX senA'OX 

Infatti si ha a = ttuti — «= rrrrr. > quindi 

sen AO i sen A 0\ 

senAOX senA'OX . . .. 

sara — — : . = — 1 ; onde si fa manifesto il 

senAOY senA OY 

teorema enunciato (54). 

Quindi se per brevità indichiamo con *=0, j3=0 1’ e- 
quazioni di due rette, segue che queste formeranno un fa- 
scio armonico colle altre « — a, 3=0 , «-t-a/3 = 0 , percioc- 
ché assumendo le rette «=0 , (3=0 , per assi , le altre 
due rette saranno espresse da y — ax= 0 , y +ax=Q. 

I)a ciò si fa chiaro, che i lati di un angolo, e le due bi- 
settrici formano un fascio armonico. 

120. Date le coordinate x, y, , x, y m , x, y , , de' tre ver- 
tici di un triangolo ABC , calcolare la superficie di questo , 
supposto gli assi ortogonali. 

L’equazione della retta, che congiunge i vertici, x, y , , 
x„!/ a essendo 

( T » *»)(2/ ìfi) (l/i — !/*X® — * r i) = ^ » (107) 
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segue, che la perpendicolare abbassata dal vertice r 3 y ì su 
questo lato del triangolo, sarà 

(■r,— .r,)l' ;/,)(.r 3 —.r t ) _ 

V (a ar m )*+(ì/ — y«)* 



moltiplicando questa perpendicolare por la base, la quale è 
espressa dal denominatore di questa frazione, si otterrà il 
doppio della superficie del triangolo ; la quale verrà quindi 
espressa da 

U!C _ f.-r, — J" m ì(?/ 3 — ?/■> — f;/. — — -r-, ) 

ovvero 

.MIC — ?/ '( T «~ r ») + ?/» f r • r «) 

La quale espressione è lo sviluppo del determinante 



ABC 



X, X t X, 

v . v. y, • 



ì 1 1 



Se il punto x, y , fosse l’ origine , la superficie del 
triangolo sarebbe espressa da 



g«t/.— a»;/. 

o 

Se i punti stessero in linea retta, sarebbe uguale a ze- 
ro la superficie del triangolo ; quindi la condizione perché 
tre punti stiano in linea retta è 



Digitized by Google 




E la condizione perchè due punii .r, y, , .r„ i/„ sile- 

no per drillo coll’origine, è • 

a*, 'J, — Ut - T . = 0- 

121. Esibire la condizione perchè tre rette 

A a"+By 4- C=0 , A'a;+B'y+C'=0 , A''x+B";/+G"=0 , 

»' incontrino in un medesimo punto. 

Una retta qualunque la quale passi pel punto comune 
alle prime due rette., è espressa da (98) 

Aa-4-By + C + fc (A'a:-t-B'y+C')=:0. 

Or se la terza retta passa per lo stesso punto, è d’uo- 
po che la sua equazione possa divenire identica alla pre- 
cedente ; quindi si avrà 

A -(-kA' A" B-t-kB' B" 

c+kc ,— c 57 ’ cTFg'~c" ’ 

eliminando la k tra queste due equazioni, si avrà la con- 
dizione richiesta , cioè 

A(B'C" — B"C')+A , (B"C— BG")-|-A"(BC' — B’G)=0. 



Potremmo anche trovare questa condizione osservan- 
do , che se le tre rette s’ incontrano in un medesimo 
punto, è d’ uopo che le coordinale del punto comune alle 
prime due sodisfino la terza, ondo si avrà 



ABC 



A' B' G' 
A" B" G" 



= 0 



e l’equazione precedente non è che lo sviluppo di questo 
determinante. 

Da ultimo osserviamo che se l’ equazioni di tre rette 

IO 
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elio por brevità esprimeremo con «=0, P=0, y=0, sono 
tali che moltiplicate rispettivamente per ile' coefficienti 
m , n , p la loro somma m*-\-np +j)y sia identicamente 
nulla, le tre rette proposte passeranno por un medesimo 
punto. Infatti np—0 esprime una retta che passa pel 
punto comune ad *=0, e|3= 0, ma questa equazione por 
ipotesi è identica all'altra py = 0, quindi y=0 passa pel 
punto comune ad a=0, p = 0. 

422. Se in un triangolo ABC fig. 54 si meni una trasver- 
sale PNM, io dico che il prodotto di tre segmenti, che non 
hanno alcun estremo comune, sia uguale al prodotto degli 
altri tre, e di segno contrario, cioè sarà 

AN.BP.CM 

BN.CP.AM ' 

Indicando con x,y, , x t y t , x,y ,, le coordinate de' tre 
vertici A, B, C del triangolo , e con Ax-(-Bj/ C=0 l'equa- 
zione della trasversale, si avrà 

AN_ Ax t -\-Hy t +C 
BN~ ~ Ax t -H%,-4-C ’ 

BP Aayt-By.+r. 

GP — Ax,+ ’ 

r.M Ax,+ìhj,+C , 

AM Ax.-pBj/j-pC " 

Moltiplicando queste equazioni tra loro, si fa manifesto 
il teorema enunciato. 

423. Se nel piano di un triangolo si prende un punto 0 

lig. 55, il quale si congiunga coi vertici del triangolo, queste 
congiungenti produrranno sei segmenti sui lati; io dico che 
il prodotto di tre di questi segmenti , che non hanno alcun 
estremo comune, è uguale al prodotto degli altri tre; cioè 
sarà „ 

AN.MG.BP _ 

GN.MB.AP 1 



lo vf 4 U'* ^ 
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Indicando con p , q le coordinale del punto 0, e con 
*,y„ x ilh quelle de’ vertici A, 13, C, si avrà 





Vi—1 


y»—q c\ 


AN_ 


x t — p 


x,— p ! 


NC 


y—q 


> I 

iu— f l 1 




fi 

u 

4 

1 


x,—p 






y—q 


Vi—q 




MG 


x,—p 


*—p 


L\*t< 


MB - ' 


y.—q 


y—q ’ 


f 

{ 




x,—p 


x t —p 






y»—q 


_y—q 




PB 


x a —p 


x,—p 




PA ~ 


"l 

*3 


y—q 1 




x —p 


x —p u 



W | < Cy • 



Moltiplicando queste equazioni tra loro , si ha il teore- 
ma enunciato. 

•124. In ogni quadrilatero completo AOKBB'A' fig. 50, me- 
nate le tre diagonali, BA\ AB', OK, ciascuna di esse è divi- 
sa armonicamente dalle altre due. 

Presi per assi i lati OA, OB, si ponga 

OA=a, 0A'=o', 0B = 6, 0B'=6', 
quindi l' equazioni di AB, A'B', saranno 



Z + H-i 
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Similmente l' equazioni di A'B, B'A saranno 



XI/, XI/ 

-+n=i , -+==i. 

a b a 1» 



Sottraendo l’una dall’altra le prime due equazioni, e si 
utilmente le seconde, si Ita 






è chiaro che queste equazioni rappresentano le OK, OH, le 
•piali come si vede formano cogli assi Ox, Oi/ un fascio ar- 
monico (115), e quindi le trasversali A'B, AB' sono divise 
armonicamente, la prima ne’ punti li, S', la seconda nei 
punti H, S. Inoltre poiché la trasversale AB in questo fa- 
scio, é divisa armonicamente in F e K, segue che HK, HB, 
11F, HA formano un fascio armonico, onde la diagonale OK 
sarà divisa armonicamente in S, S\ 

125. In ogni quadrilatero completo i punii medi delle dia- 
gonali stanno per dritto. 

Posti gli stessi assi, e gli stessi simboli , come prece- 
dentemente, supponiamo che, fig. 57 1*,Q siano i punti medi 
delle diagonali A'B, AB', onde le coordinate di P saranno 

1 — e quelle di Q^— > quindi l’equazione di PlJ 

sarà 



(fa' — b)x+(«' — «)y— 



a'b’—ab 
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Or 1' equazioni di AB, A'B' essendo 

bx+ay=ab. b'x-j-a'y=a'b' , 



segue che 



((/ — b)x+{a ' — «) y = a'b' — ab, 

rappresenta una retta KN, che passa per K, ed è parallela 
a PO; ma queste equazioni dimostrano, che la ON è doppia 
di OM, dunque il punto L è medio di OK. G. B. D. 

P20. Sia dato un angolo fig. 58 MLN, e tre punti 0 , P, Q 
in linea retta nel piano di quest'angolo, menando per uno dei 
punti 0, una trasversale OAB, e congiunti ipunti A,eP,B,eQ, 
si vuole il luogo del punto C. 

Prendasi per asse delle x la OP, e per asse della y la 
OL : pongasi OL=b , OM = a, 0N=o' , OP = c, OQ=e' ; 
quindi l'equazioni di LM, LN saranno 




X 1 / 

a b 



onde esprimendo con y—mx l'equazione della trasversale, 
segue che le coordinate del punto A saranno 



ab 

b-j-am ’ 



mab 

^ 6-f-um ’ 



onde 1' equazione di AP , sarà 

mab 



!/ = 



ab — c(b+ain) 



(x~c) ; 
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cangiando a, e c in a' e c' si avrà l’equazione di BQ, cioè 

ma'b 



y— 



a'b—c'{b-\-a'm) 



( x — °') ; 



eliminando la m tra queste due equazioni , si avrà il luogo 
richiesto (90), cioè 



ab(x — c) + acy a — c 

a'b(x- 



■) + acy _a-c . 

!,)+a ' c 'y a '- c ' 

Onde si vede che il luogo dei punti C è una linea retta %>, 

la quale passa pel punto L. 

Tutti i triangoli ABC così generali ehiamansi triangoli <yc 
omologici, e la retta OPQ l’asse di omologia. 

•f t‘27. Esibire V equazione di una retta tale , che la somma 
lidie perpendicolari abbassate sopra di essa da’ punti dati, 
ciascuna moltiplicata per un dato coefficiente, sia uguale 



a zero. 



Siano x,i/, , a-, y t , x i y l ec. i punti dati.m', m’’, m‘ ", ec. 
i dati coeflicienti , e 



xcos»+ y sen* — p— 0 



la retta richiesta. 

Le perpendicolari che le si abbassano dai punti dati 
saranno 

ascosa -f- j/,sen* — p, 

x.cosa-f-j^sena — p, 

x,cos »+»/, sen® — p , 

onde per la condizione del problema , sarà 

»»i J (x l cos*+ l/.sena — p)-i~»i t (x u cos*+j/,sen* — p ) 
-|-ni,(x a cos*-{- i/.sena — p) q-ec. = 0: 
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esprimendo coi simboli SntjX,, Sm,»/,, Sm,, rispettivamente 
le somme 

w,x, + JHj.r, 4- i»,x, -f- ec . 

”'.!/« -f- w .?/»+ »»,*/, + ec - 
in, +>h, -f-m, -f-ee. 

la precedente equazione, prende la forma 



S(m,x J )cos*-l-2(m,j/,)sen* — 2jS(m,)=0,^‘ 

sostituendo il valore di p K trailo da questa equazione , in 
quella della retta, si avrà, dividendo per cos* 



*S(m,)— S(m,*,)+- [yS(w,)— S(w, 2 /,)] tang*=0: 

poiché questa equazione contiene l’indeterminata tanfi* al 
primo grado, segue eh’ essa passa pel punto fisso determi- 
nalo dalle due equazioni 



xS(m,)— S(m,x,)=0 , i/5(m,)— S(m,y,)=0, 



ovvero, sostituendo ai simboli i valori , 



_ m,r, 4-m 1 x 1 -|-ni 1 x,-fcc. ♦»,!/, 4-m 1 j/ 1 -f-m,j/,-t-ec. 

x — ' , y— 



?n,-{- m.+w.+eo. 



m,-(-n) g -t-w,-l-ec. 



* Je x »>*,) / '*v 4 i 



2 - >’> . 






2*n 






y i>n / 4. V 1 i - , 
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EQUAZIONI ni GUADO SUPEIUOnE CUF. DAPPnF.SF.NTANO 
DELLE LINEE DETTE. 

128. Se uri' equazione di grado « si può scindere in n 
fattori , segue che la proposta equazione rappresenterà il 
sistema di « linee rètte (96). 

129. Un'equazione di grado n , la quale sia omogenea ri- 
spetto alle variabili, esprime il sistema di n linee rette , che 
passano per l' origine. 

Sia 1’ equazione 



x n + \x n ~ J y oc- + Uy n =0 , 



dividendo per ?/*, si ha 






indicando con a, b, c, ec. le radici di questa equazione, es- 
sa si può mettere sotto la forma 



(lr")(ir‘)(r‘ 0“' =o 



ovvero 



(.r — ay) ( x — by) (x — cy) ec.=0 , 

la quale equazione esprime n linee rette , clic passano per 
1’ origine. 

Sia per esempio 1’ equazione omogenea di 2.° grado 

. A.r , -(-lìa'i/-f-r.;/*=:0. 
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Questa equazione rappresenta due linee rette, che pas- 
sano per l’origine , le quali saranno reali se le radici del- 
l’equazione sono reali , cioè se si ha B* — 4AC>0: nel caso 
che sia B* — 4AC<0, queste rette saranno immaginarie 

conjugate dacché i valori di — tratti dalla data equazione 

sono espressioni immaginarie conjugate: e finalmente sa- 
ranno due rette coincidenti, se è B’ — 4AC=0. 

430. Si può dimostrare, come precedentemente, che una 
equazione della forma 

(x — a) l, -(-A(x — n)* - ‘(y — ? j)+B(x — a)"~*(y — òj’-f-ec. 
+U(j/— 1>)»=0 , 



rappresenta n linee rette, che passano pel punto (a,b). Vt 
431 .Calcolarel' angolo formalo dallerette Ax*-(-Bxy-t-Cy , =0. 

Risolvendo l’equazione rispetto ad -, ed indicando con 

se 

a, e b lo radici , le due rette proposte saranno espresse da 
y — ax= 0, y — ò.rc=0; onde chiamando <p l’angolo richiesto 




(a — b) sen*’ 

tang 9 a b-{-l-f.(a-t-h) cos « 



Or essendo a -b='®^, ab = $ 

U (-4 



, B . 

a-\-b=— - , si 



ottiene 



|/B*— 4AC 

tang<p=— — — sen®. 

cos» 

Osserviamo, che la condizione, perchè le due rette date 
siano perpendicolari sarà quindi 



A + C — Bcos v=0. 



11 



i - . v 
— *- V . 
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E se gli assi sono ortogonali, le due rette saranno per- 
pendicolari se è Ass — C. 

13*2. Esibire V equazioni delle bisettrici degli angoli, for- 
mati dalle due rette Jix'+Bxy+Gy’^.O. 

Siano y — ax=0 , y — bx=0, le rette espresse dalla pro- 
posta equazione, quelle delle bisettrici saranno (114) 

y — aie y — bx 

\/ a* -|-2acos»-i-l V / b , -\- < ìb cos a>— t— 1 

Elevando a quadrato, e riducendo, si ottiene 

(a+b-f- 2cosk)>j* — 2 [ab — \)xy — (a-t-b-t-2ab cos »)x*=0 : 
or essendo 




ab= 



A 

a 



si avrà per l’equazione richiesta 

A— C 2 A cos» — B 

ir xii r* — 0 , 

J 2Ccos» — B J 2C cos» — B 

Se gli assi sono rettangolari, l’equazione si 
1' altra 



(a). 

riduce al- 



y'+ 



a— c 



B 



xy — x*=0. 



Or le radici di questa equazione essendo sempre reali, 
si raccoglie , che comunque le due rette proposte possano 
. essere immaginarie, le bisettrici degli angoli ch’esse com- 
prendono sono sempre reali. 

La ragione di questo fatto è che se tagliamo con una 
retta qualunque due rette coniugate immaginarie , come 



i 

•f 




0 * 



f -G 
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sono quelle che consideriamo, i punti d’intersezione sa- 
ranno evidentemente due punti coniugati immaginari , ed 
il punto medio della retta che congiunge questi due punti 
sarà un punto reale dacché la somma di due espressioni 
coniugale immaginarie è una quantità reale. Ciò posto ta- 
gliando le rette proposte con un sistema qualunque di 
rette parallele si vede che sarà reale la retta che passa 
pe’ punti medi delle intercelle di queste parallele tra i 
lati dell'angolo dato, e però s’inferisce che sarà altresì 
reale la bisettrice di quest’angolo.^ 

133. Esibire la condizione, perchè l'equazione generale 
di 2.® grado 



Ax"-\- Bxy -f- C »/*-+- Dx + Ey-+- F = 0 , 

esprima il sistema di due linee rette. 

Risolvendo l’equazione rispetto ad x, si ha 

Bj/-+-D±J/[(B*— 4AC)y*-t-2(BD— 2AE)j/-f(D* — 4AF)1 

y~ 

2A 



Or affinché questa equazione possa ridursi al sistema 
di due equazioni di 1.® grado, è d’uopo, che la quantità 
sottoposta al radicale sia un quadralo perfetto, quindi la 
richiesta condizione sarà 

(B* — 4AC)(D* — 4AF)=(BD — 2AE)* f (a) 

ovvero ^htAn C'Ali fetidi’ 

AE*+ CD*q-FB* — BDE — 4ACF = 0. 




Questa funzione de’ coefficienti dell’equazione, la quale 
dev’essere nulla affinchè l’equazione si possa scindere in 
due fattori, è ciò che chiamasi il discriminante dell’equa- 
zione di 2.® grado; ond’ò che diremo, che un’equazione di 
2.® grado esprimerà il sistema di due rette, se 6 nullo il 
suo discriminante. 



^ At/vcYt £_ (pucftZ 



14 



Jsf{. *■ C 




— 8-1 — 



Nel caso che consideriamo, i due fattori ne’ quali si 
scinde l'equazione saranno 

. , l 2 A*+BjH-D— yl/ B* — 4AC — V D* — 4AF =0, 

4 ì 2Ax-t-Bi/+D+ yV'B*— 4AÓ+-1/D*— 4AF=0. 

Traendo da queste equazioni i valori d’x e il’ y cioè 
delle coordinate del punto comune alle due rette, tenendo 
conto della relazione (a) , si ottiene 



2AE — BD 2CD— BE 

^ lt* — 4AC ’ l — b‘— 4AC" 



Quindi indicando con x’ y 1 questi valori , l’equazioni 
precedenti si possono facilmente ridurre a /Cj 'y*- 



v—y 



T! — l/B* — 4AG 
2C* 



(x-x')=o + c 



. B+l/B«— 4AC, li _ n 

y— u -ì 2Q (x x')=o 



J t *% k»i Cl. i 

• 'j- 

it 



Onde l’equazione proposta prenderà la forma 

A(x— x')*+B(x— x')(i/— y')-+-C(y— y')*=°- 



Se è B* — 4AC=0, e nello stesso tempo BD — 2AE = 0 , 
il discriminante sarà nullo, e l’equazione proposta espri- 
merà due linee rette parallele, le quali saranno reali, o im- 
maginarie secondochè le quantità D* — 4AF sia maggiore, o 
minore di zero. 



/( W* -f 4 $ A/j 1 = c 

+ (fi* ^ d i y si _ c * 

' . , ■. ' X* li " 

- ^-\CT V ^X- 



^ C. t—Mt — *■ 



. A 
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CAriTOLO VII. 



DEL CERCHIO 

134. Si è già veduto, che indicando con a,b le coordinale 
del centro di un cerchio, con r il raggio ed «l'angolo degli 
assi , l'equazione del cerchio era 



(x—a'f+(y—b)*+%c—a)(y—b) cos »=r* , 
c sviluppando 



x*-\-y r -\-2xy cos « — 2(a+l> cos v)x — -a cos »)y 
+a*-|-ò*-f 1 2«6 cos «=)•*. 



Se gli assi sono ortogonali, la precedente equazione si 
cangia nell' altra 

x m -j-y* — 2ax — 2 by+a* — r'=0 , 



nella quale osserveremo, che i coefficienti d’x, c d' y presi 
coi segni contrari rappresentano il doppio delle coordinale 
del centro: laonde si vede che se l’ equazioni di due cerchi 
differiscono solo pel termine costante, esse rappresentano 
due cerchi concentrici. 

Se l’origine stesse sulla circonferenza, dovendo l’equa- 
zione mancare del termine costante, essa si riduce all'ultra 



— 2 ax — 2by==0 , 



ed infatti in questo caso , la quantità rappresenta il 

quadrato della distanza tra il cèntro e l'origine, e quindi 
sarà uguale ad r”. 
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Se il centro cadesse sull’ origine sarebbe rtr=0 , b=0 , 
e l'equazione del cerchio prenderebbe la forma 

x* + i/=r* 

135. Volendosi l'equazione del cerchio di un dalo raggio 
r, il quale toccasse l'asse delle ordinate nell'origine, è 
d’ uopo che le ordinate de' punti comuni al cerchio ed all'as- 
se delle y fossero amendue uguali a zero (94). 

Or ponendo nell' equazione del cerchio che passa per 
l’origine x=0, si ha 

y*-2by=0 ; 

la quale equazione dovendo avere amendue le radici 
uguali a zero, segue che sarà b— 0, e quindi dalla rela- 
zione a'+b'—r*, si trae o=-t-r. onde 1' equazione richie- 
sta, sarà 



y’-l-x‘+2rx=0. 

Si vede quindi , che i due cerchi che sodisfano le 
date condizioni, l'uno ha il centro sull’asse positivo delle 
ascisse, e l’altro sull’asse negativo. 

Da questo possiamo inferire, che la tangente al cerchio 
è perpendicolare all’estremo del raggio, che passa pel con- 
tatto. 

Quindi se nell’ equazione di un cerchio 



(x—a)'+(y—b)'—r'= 0 , 



si sostituiscono in luogo d'.r, e d’y le coordinate di un punto 
fuori della circonferenza, il valore preso dal primo membro 
dell’equazione esprimerà il quadrato della tangente menata 
dal punto al cerchio. 
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Similmente si ha che il cerchio il quale tocca l'asse 
delle ascisse nell'origine è 

a:*+i/*±2n/=0. 

13fi. Esibire V equazione.. di4tn cerchio, di dato raggio, il 
quale tocchi ametìdue gli assi coordinati. 

Supposto, che l'equazione richiesta sia 



x*+i/* — l 2ax — 2by+a*+b* — r*= 0 , 



è d' uopo che ponendo in questa equazione j/= 0, le radici 
dell’equazione che ne risulta siano uguali, come ancora po- 
nendo ;r=0 è d'uopo che l’equazione che si ricava in y ab- 
bia le radici uguali. Or ponendo t/=3, si ha 

x'-^ax-f-a'-j-b* — r*=0 , 



quindi sarà 

a’-f-b* — r*=n* , o b=±r. 

Similmente l’altra condizione ci darà a=±r, onde l’e- 
quazione richiesta, sarà 



x*-r2/ , ±2rx±2ry-f-r*=0, 

facendo le varie combinazioni tra i segni si vede, che sono 
quattro i cerchi che soddisfano le date condizioni. 

137. Condizione perchè un' equa: ione di 2° grado esprima 
un cerchia. 

Paragonando l’equazione generale 

Ax*-j-Dxj/+C»/ , -(-Dx-f-Ei/-}-F=0 , 



/ 
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all’ equazione generale del cerchio , supponendo essere 
<*> 1' angolo degli assi , si vede che la prima equazione 
prende la stessa forma della seconda, se si ha A=C, e 
11=2 A. cos*i. 

Se gli assi sono ortogonali, è d’ uopo che sia A=C, e 
B=0, onde dividendo per A l'equazione si riduce a 

. . D E F 



ovvero 



-4AF 



V + 2A ) + V + 2A^ 4A 

che rappresenta il cerchio, le cui coordinate del centro 

D E , . . , V' l)*-t-E* — 4AF 

sono——,— — , ed il cui raggio è — 



* 



Or si vede, che se è D*-f-E* = 4AF , il raggio si riduce 
a zero, onde 1’ equazione rappresenterà un cerchio infini- 
tamente piccolo. Se D*-t-E* <4AF,il raggio diventa imma- 
ginario, e quindi diremo, che 1' equazione esprime un cer- 
chio immaginario. 

138. Date le coordinate di un punto della circonferenza, 
esibire l'equazione della tangente menata per questo punto. 

Siano x', y' le coordinale del punto, e 



(x— a)*+{y— b)*=r* , 

sia 1' equazione del dato cerchio. Prendiamo un secondo 
punto x"y" sulla circonferenza ; quindi 1’ equazione della 
retta che passa per questi punti, sarà 

y—y' _ y'—y " . 

X — x' x' — x" ’ 
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Or poiché i punti x'y', x”y", stanno sulla circonferen- 
za, si hanno le due condizioni 

( X > - a)' + (y’ -&)*=»* 

(x" — a)* + (y "- — b)*= r\ 

Sottraendo 1' una dall’ altra si ottiene 



y’ — y" x’-j-x" — 2a 

® i= S 7= — 5M* ; 



onde l'equazione della secante, si cangia nell' altra 



y — y* x’+x " — 2 a 

x — x 1 j/'-f-y" — 2 b ’ 



Or è cosa evidente che, se ricerchiamo i punti comuni 
a questa retta ed al cerchio, si troverà ch’essi saranno x’y’, 
x"y" ; onde questa retta diverrà tangente nel punto dato , 
supponendo y"=y', x"=x' ; quindi si ha 



’/—>/' _ x'—a 
x — x ' y * — b * 



ovvero 



(y'~b) (y— y')+(a'~ o) (x— x')=0, 



eh’ é 1’ equazione richiesta. 

Questa equazione può avere un' altru forma somman- 
dola coll' identità 



(x'-«)*+(y'_h)*=r\ 

12 
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onde si ottiene 



(x—a) (*'— a)+{y— b) (>/' —b) — r*. 

Se l'origine stesse sulla circonferenza, la tangente in 
questo punto, sarebbe 



ax-t-by , 

cioè, clic in questo caso i termini di primo grado nell'equa. 
zinne del cerchio, uguagliati a zero, danno la tangente nel- 
P origine. 

Se P origine sta nel centro , P equazione della tan- 
gente si cangia nell’ altra 

x'x+ y'v = >■’. 

Osserviamo, che il raggio che passa pel contatto ha per 
equazione 



x'y—y'.r—Q , 

onde si vede, eli’ esso è perpendicolare alla tangente, come 
altrove avevamo osservato. 

199. Da un punto dato menare una tangente ad un dato 
cerchio. 

Meniamo un sistema di assi rettangolari pel centro del 
dato cerchio, onde P equazione di questo sarà della forma 

x*-+- y*= r*. 

Indicando con X, Y le coordinate ignote del punto di 
contatto, l’equazione della tangente in questo punto, sarà 

Xar-f- Yy= r* ; 
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or dovendo questa retta passare pel punto dato x'ij', si avrà 
la condizione 

Xx' + Yy' = rV 

Di più il punto XY stando sulla circonferenza, si ha 
X*-j- Y*= r\ 

Da queste due equazioni ricavando i valori di X, Y, si 
avranno le coordinate del contatto. 

Ma invece di risolvere le precedenti equazioni , si po- 
tranno costruire i luoghi espressi da esse , ed i punti co- 
muni saranno i punti richiesti. 

Or la seconda equazione è lo stesso cerchio dato , sic- 
ché non resta, che a costruire la retta espressa dalla prima 
equazione, o un qualunque altro luogo che nasce combi- 
nando tra loro le due date equazioni. Or sottraendolo l’una 
dall’ altra, si ha 



X*+Y*— x'X— y'Y=0 , 

ch’è l’equazione di un cerchio, il quale passa per l 1 origine, 
cioè il centro del cerchio dato, e che ha il centro nel punto 
medio della retta , che congiunge questo centro col punto 
dato. 

Questo cerchio incontrando il cerchio dato in due pun- 
ti, si vede, che due sono le tangenti, che si possono menare 
da un dato punto ad un cerchio. ~h 

140. Dato un punto P fìg. 59 ed un cerchio 0; condu- 
ceudo per questo punto delle trasversali DLL', e molate le 
tangenti LH, L’H ai punti L, L' ove queste trasversali incon- 
trano la circonferenza, esibire il luogo de’ punti II incontri 
di queste tangenti. 

ltifercndo il sistema a duo assi ortogonali che passano 
pel centro del cerchio, ed indicando con « jì le coordinate 
del punto L, e con «' f>' quelle di L',si avrà che le equazioni 
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«Ielle due langenli in questi punti saranno della forma 

P’J-h xx— r*, P'i /+*'x = r*. ‘ 

* i 

*» 

Supponendo clic le x, y in queste equazioni abbiano lo 
stesso valore, esse esprimeranno le coordinate dc’punti 11. 
Sottraendo quest’ equazioni 1’ una dall’ altra si ha 



(P-^y+(»-*')x=0, 



ovvero 

P — P' x 

*— * y 

Or poiché i punti L, L', P stanno per dritto sarà 

P — P' P — y' 

« — a' * — x' ’ 




onde 



P — y' _ a- 

* — x' y 



quindi y'y-)-x'x=?y-\-*x 

ovvero y'y+x'x=r t . 



Cb’ è 1’ equazione del luogo , il quale come si vede è 
una linea retta. Per costruirla supporremo che l’asse delle 
ascisse passi pel punto dato P ; quindi sarà y'=o, e l’equa- 
zione del luogo si ridurrà all’ altra 




eh’ esprime una retta parallela all’ asse delle y , cioè per- 
pendicolare al diametro che passa pel punto P, e che taglia 
■ su questo una terza proporzionale OQ, in ordine ad OP ed 
al raggio. X 

( La retta ottenuta NQN' dicesi la polare del punto P , e 
questo punto P dicesi pelo di questa retta. 

X. ■£'«*'«• f/ p \'Ji, J> C ^ j 1 / fi r ^ 

e frb h/l 1 >t' óf 'i* /'.*)' ',>!• «^Vv 

t j \ * * \ ' •* >>♦ * y ** •« c * /, *\ k • r * » - • 



f ^ r i, '/s, 4 * / * *• t r 1 f *+ i 

i J* * (,/•• .:***"* / 'f 1 > ' 9 • • 

„ + J\ • t / * ^ tr**y*-*« 

/•. :.v, •' *’• '' '* •' ''' ; ,-v ■ ì /, i/ 



J . , ^ T v 'l ' /v 
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Dalla precedente costruzione della polare si vede come 
^viceversa, data la polare si possa costruire il polo. 

L / Se il punto P è dato fuori della curva , è chiaro clic la 
polare incontrerà la curva medesima in punii reali N edN, 
ed è chiaro altresì che le congiungenti PN , PN' saranno 
tangenti alla curva, perciocché per ciascuno di questi punii 
le tangenti si confondono colla trasversale condotta per P. 
Onde quando il polo è dato fuori della curva potremo defi- 
nire la polare come la corda de’ contatti delle tangenti con- 
dotte dal polo. 

Quindi tutte le polari de’pnnti II presi sopra di una retta 
NN'II passano pel polo P di questa retta medesima. Questa 
proposizione evidente se il punto. H è preso fuori della 
curva non cessa di esser vera pe’ punti presi tra N ed N. 
Infatti indicando con x"y" questo punto, la sua polare sarà 



y"y-\r x"x =■>•*, 



e poiché il punto è preso sopra di NII,si avrà la relazione 
y''y'+x"x’ = v', 

la quale dimostra che il punto P sodisfa 1’ equazione della 
polare del punto x"y " . 

Questo fatto si spiega osservando che nella ricerca della 
locale del punto H non si tien conto se i punti L ed L, 
siano reali o immaginari, cioè se le secanti che partono 
dal punto P incontrano o pur no la curva , perciocché si 
ha sempre lo stesso risullamento supponendo che (*,*'), (P,P') j 
siano quantità reali o immaginarie coniugate, e rincontro 
di due tangenti applicale a due punti coniugati immagi- i 
nari è un punto reale. Infatti le equazioni di queste tan- 
genti saranno della forma 



(< a+bl/—i)x +(a'+b'\/—ì)y—r*=0, 

(et — h|/— I)av -f-(a' — b'[/ — \)y — r*=0 , 

J. tu , , 

tc (>»<•■ Yi/'e ''■»"•<* *■ "■■■ 7 > • V ' ’ 

(. , * * y 

,U^W. (,>. <•/< »>V (,</ y««- •:/ 

’ / J -*/* r/ ‘*y 

f*\ • r ’ i / S f c 4 «v • • *\ ' s. #•'/.»> .» r/\ ts + ) fi tt \ fsj * • 
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x f i f •» * r ** $ i / \ f » . 
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ed il punto d’incontro di queste rette è lo stesso di quello 
delle altre due rette reali date dall’ equazioni 

ax + a'y — r*=0 , 
bx-f-b'i/:=0 , 

che si attengono sommando e sottraendo le prime due. 

L’ equazione della polare ha la stessa forma di quella 
della tangente, ma in questa le x'i /' esprimono le coordi- 
nate di un punto della curva ; non cosi in quella della 
polare. 

Inoltre è chiaro che se il punto P stesse sulla circonfe- 
renza la sua polare sarebbe la tangente applicata in questo 
punto medesimo. 

Se il punto P fosse il centro del cerchio dato, l’equa- 
zione della polare si ridurrebbe ad r*= 0, cioè una retta a 
distanza infinita (101) : viceversa ogni retta che passa pel 
centro ha il suo polo all’ infinito. 

Se 1’ equazione del cerchio fosse data sotto la forma 
generale , 



(*-a)‘ + (j/-b)’ = r\ 
quella della polare di un punto x'y' sarebbe 
(*'—«) (x— a) +(!/'— b) (y— b)= r" 

la quale si ottiene da quella avuta avanti passando da 
assi ad assi paralleli. 

Da ultimo osserviamo come data 1’ equazione di una 
retta Ax — f— Ti»y C. — 0 si possono calcolare le coordinale 
del suo polo. Ponendo questa equazione sotto la forma 



e paragonandola con quella della polare ottenuta innanzi, 
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dopo averla divisa por r* , si lianno lo duo relazioni 
A cr' 9 



ondo sarà 



C r* ’ C r s 



x < — ^ — I!,.* 

c » , y - c - . 



V>- 



clic sono le coordinate del polo della retta data^^ 

111 . Siano due punii A,B fig. 00 od un cerchio O, abbassan- 
do dal punto A la Al’ perpendicolare, sulla polare di B, e da 
B la BQ perpendicolare sulla polare di A, dico che sarà 

OA OB 

AB BQ 



In fatti siano x'j /' , x"y" le coordinate de’ punti A , B ; 



sarà « 

i 


'/*? ) 




AP: 


r '. r " + y'y"_ r » 


p ,, x'x"+y’y" — r’ 


Vx n +y"* 


Vx"-*-! r 


quindi 


AP Vx'* ■+■ y n 


OA 

= C. B D. 




BQ Vx"*-ry"* 


OB 



112. Calcolare il rapporto nel quale un cerchio dato 
x’-fy’ — r’=0 , divide la congiunijente di due punti doli 
x'y' , x"y". 

Supposto essere m:n il rapporto richiesto, le coordi- 
nate del punto di divisione, saranno 

nix"-\-nx' my"+ny' 

x= > y = : — '• 

n»-f-n ih+h 

sostituendo questi valori nell’ equazione del cerchio, si avrà 
( mx"+nx'f + (my"-pny') t — >'*(m-f-n)’=0. 
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ovvero w S 

m , (x'' t +y" t +r')+'2jm(x'x"+y'y"—r t ) f tl 

-H»‘(y'*+y'*-r*)=0; 

. m» 

questa equazione darà i valori di — corrispondenti ai due 
punti di sezione. 

Se uno de' punti x"y" stesse sulla polare del punto x'y', 

m 

sarebbe x'x''-\-y'y " — r*= 0 , quindi i valori di — sarebbe- 
ro eguali c di segno contrario , e però una secante qualun- 
que che parte da un dato punto è divisa armonicamente dal 
cerchio, e dalla polare del punto medesimo. 

Inoltre se il punto stesse sopra una delle tangenti 
menate al cerchio dal punto x'y', le due radici dell'equazio- 
ne precedente sarebbero uguali ; onde la condizione per- 
chè le radici di questa equazione fossero uguali vien sod- 
disfatta da qualunque punto delle due tangenti, e però la 
condizione medesima sarà 1’ equazione di queste tangenti, 
cioè 

( x'*-\-y n — r*)(x*-\-y* — r , )=(x'x-\-y' y — r*)\ vr : >/'■ «• Ji- 

t ( yti+Attlw /<-•[ GJ- • 

SISTEMA DI DUE O PIÙ CEnCIII 

143. Siano l' equazioni di due cejshi 

x+b y+p '=0 , 

x*-\-y l -\-a'x+b'y-\-p' % =f). 

Sottraendo l’una dall'altra, si ha 

(a— a')x+(b-4)y-H>*— p'*=0 ; 

questa equazione rappresenta una linea retta , clic passa 
pei punti comuni ai duo cerchi. 

K facile il vedere eh’ essa è perpendicolare alla con- 
giungente de’ centri. 
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A questa reità si è dato il nome di asse radicale , in 
luogo di corda comune, perciocché questa retta è sempre 
reale comunque i punti d’ incontro dei due cerchi possano 
essere immaginari. 

144. Esprimendo con S=0, S'=0 l’ equazioni di due cer- 
chi, quella dell’ asse radicale sarà S — S'=0 : or indicando 
con x'ìj’ le coordinate di un punto qualunque di questa retta, 
segue, che queste debbono rendere il valore di S uguale a 
quello di S' ; ma i valori presi da S c S' sono i quadrati 
delle tangenti condotte da x'y' ai due cerchi, quindi queste 
tangenti sono uguali , onde l’asse radicale è il luogo dei 
punti dai quali condotte le tangenti a due cerchi, queste ri- 
sultano uguali ; ovvero il luogo de’ punti di ugual potenza 
rispetto ai due cerchi ; intendendosi per potenza di un 
punto rispetto ad un cerchio , il quadrato della tangente 
condotta dal punto al cerchio. 

Se si abbiano tre cerchi S=0, S'=0, S"=0, i loro 
assi radicali saranno rispettivamente 

S— S'=0, S'— S"=0, S"— S'=0, 

le quali rette s’ incontrano in un medesimo punto. 

Questo punto è detto centro radicale de’ tre cerchi. 

145. Prendendo per asse delle y 1’ asse radicale di due 
cerchi, e per asse delle x la congiungente i centri, 1’ equa- 
zioni di questi cerchi saranno della forma 

— 2tx -t-ò’=0 , 

e si vede , che tutti i cerchi che si ottengono da questa 
equazione facendo variare la h avranno lo stesso asse ra- 
dicale, cioè 1’ asso delle j/, infatti il quadrato della tangente 
menata da un punto y' dell’ asse delle ;/ a qualunque di 
questi cerchi, è espresso costantemente da + 

Il segno di S* sarà positivo se i cerchi s’ incontrano in 
punti immaginari, e negativo nel caso opposto. ~h 

146. Le polari di un punto x'y' prese rispetto ai cerchi 
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ohe hanno lo stesso asse radicale , passano tutte per un 
punto fisso. 

Perciocché essendo x’-f-y* — 2fcx-|-8*=0, l’equazione 
di uno qualunque di questi cerchi, considerando k come 
una grandezza indeterminata, segue che la polare del punto 
proposto, sarà «a* fu 6) 

x'x + y'y — k(x'-b x)-f-8*=0. 



Or questa equazione contenendo' la grandezza k inde- 
terminata, ed a primo grado, segue che la retta passerà pel 
punto fìsso determinalo dalle due equazioni y 



x'x + i/'j/-j-S*=0 , x' + x=0. 



C- /f ’i «// «r 

uà (< 



Per costruire questo punto osserviamo, che la prima di 
queste equazioni, rappresenta la polare del punto — x',< — y r 
rispetto al corchio x*-f-y*=!*, e la seconda , la parallela 
all’ asse radicale menata per lo stesso punto — x '• — y'. 

Se il punto dato fosse (x'=8, j/'=0) ovvero (x'= — 3, »/'=0), 
l’equazione della polare rispetto a qualunque cerchio del' 
sistema, sarebbe x-f-8=0 pel primo punto, e x — 8=0 pef 
secondo punto ; cioè due rette fisse-. 

L’ equazione de’ cerchi che hanno lo stesso asse radi- 
cale potendosi mettere sotto la forma 



k)*=fc*— 3\ 

si vede, che questi cerchi sono reali se si prende 8, e - rh c-/»z'7 
si riducono ad un punto se si fa fe=±8jquindi i punti ' 
(cc=8,.y=0), (x= — 8 , j/=0) possonsi considerare come 
due cerchi infinitamente piccoli del sistema , onde furono 
chiamali punti limili del sistema dc'cerchi, aventi lo stesso 
asse radicale. 

147. Menare una tangente comune a due cerchi. ( // 

Pongasi I’ origine nel centro di uno de' cerchi , sicché 






(t*/ fi 






^ ri 



^ /J Cf nM+0 • 

tonfi' Ut' eClu/^y» ^ //'•-*«*• J 4 ty 

d' fi + /) \ Y 1 ; ‘/> ikK fj + j j / ** 
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I' equazioni cìi questi saranno della forma 

x*+y*=r*, ( x ~a)*+(y—b)*=r n . 

Indicando con x'y' il punto di contatto sul primo cer- 
chio, e con x"y" quello sul secondo, si avrà che 1' equazio- 
ni delle tangenti in questi punti saranno 

x’x+y'y=r % , (x ,, —a)(x—a)+(y''—b)(y—b)=r n . 



Queste due equazioni dovendo essere identiche , sarà 

x' x" — a «( x" — a)+b(y” — r* 

y'~~y"—b ’ y"—b = y i ' 

traendo da queste equazioni i valori di x "— T a , e y" b , 

si ha 



y"-b=- 



r'Y 



ax'-j-by' — r* ’ 



x" — a: 



r'*x' 

ax'+bij 1 — r* 



Sostituendo questi valori nell’ equazione di condizione 



{x!''-a)'+(y"-bf=r’\ 



si otterrà 



ax'-j-by 



r zrz r ( T zt r'j ; J ‘1/ W*a**s£ 



^ ff 



‘ l'w- tt iirYa r- Yi'/ 1 . /• 



#<- />_ 



che sono 1 equazioni di due rette, che passano pe’ punti ^ ’’J 

- di contatto del primo cerchio con due eoppie di tangenti co- A *•' 
muni, o de polari de' punii d’incontro delle tangenti me- ^ 
destine. 

fL.[t 1 f-X/ # : A ' t/p »♦,*. aA /f C fitti f r* cyimff ^ A /; 

ivf fTtt*. hi* <A o f(<* 4 . t y* d ^ /X /' % h*Yt' 

'^*7 r •W^-**-* ^ f .yn.U 

J>H /'" Vf<_- ' ' ^ r 
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Indicando con p , q le coordinale di uno di questi pun- 
ti, 1' una delle due equazioni precedenti sarà identica al- 
T altra 



onde sarà 



1 ) >Jfr ^ . , 



>u 



ar 



br 

r-\-r' 



Similmente indicando c<>« p' q' 1’ altro punto d' incon- 
tro delle tangenti comuni, si avrà 



P' 





Queste formolo ci mostrano, che questirmnli d' incon- 
tro si trovano sulla congiungente de' centrijp'e che di più 
dividono questa retta, 1’ uno interna;nente, e 1’ altro ester- 
namente nel rapporto de’ raggi. I n ‘ ^ t 

Questi duo punti hanno il nome di centri di sunUiht- 
dine. 

148. Una retta, che pausa pel ceiitro di similitudine di due 
cerchi, è tagliata da quésti nel rapporto de’ raggi. 

Prendansi le due tangenti per assi , ed indicando con 
a, a' le ascisse de’ contatti, e con », l’angolo delle tangenti, 
T equazioni de' due cerchi saranno 



i * 



x* + !/*+ 2jci/ cos» — 2 a x — 2a »/ — «* ■:= 0 , / f * 

£P m — t— j/ m — |- 2cct/ cos» — 2a'x — 2«'j/+a' , =0 

Menando per 1’ origine una retta qualunque y=zinx, le 
ascisse do’ punii comuni a questa retta, ed ai due cerchi ^ 

Jt sar c “>**** * 6 <£ ****'•*» fi « « 

1 1 i n 1 ) 1 - 1 ' ■ | //. 1 f-— frr k L^^ *mX3tZT' 

(J'utt. . , ") Ul'( Q pt.* *f> i ' £ £?■*'*- 

tr)% ,w/ * e . 6 * r ù( h ,. A' 

/ i • /• ,. j* ^ ' j 
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saranno date dalle due cqnazioni 



(»»•+ 2m cos«-(-1)x-* — 2u ( m + 1 )x -f- et* = 0, 

(m*4- 2m cos®+l)x* — 2ti'(in + l)x + a'*=0. 

Or si vede, che le radici della prima equazione stanno 
a quelle della seconda nel rapporto di — ( , qualunque sia il 

valore di m, e quindi anche le secanti stanno nello stesso 

a ,, r va— 

rapporto di —.ovvero di 
a i 

■1-49. Se per un centro di similitudine di due cerchi si tira - 
no due secanti, le quali incontrano il primo cerchio ne’punti 
fig. <30, R, R', S, S', ed il secondo ne' punti r , r', s , s\ dico 
che le corde RS, rs, saranno parallele come pure le R'S', r's' 
e le altre RS, r's' come R'S', rs s' incontreranno sull'asse 
radicale. 

Prendiamo per assi le due secanti ; ed uno de' cerchi 
abbia per equazione 

x*-|-2xj/ cosa'-}- j/*-+ Dx+ E»/-t-F =0 , 
quella dell' altro sarà della forma 

x*+2xi/ cos®+y*-|-m Dx-}-mEy-f- m* F = 0 , 



percioccliè tutte le secanti che passano per l'origine sono 
tagliate da’ due cerchi in un rapporto costante m (148), e 
quindi l’asse radicale sarà 

Dx-j-Ej/4-(ni+1) F=0. (*■•' 4 ») 

Or se poniamo 0R=o , 0R'=a', 0S=b , OS'=6', sarà 
Or= ma , Or'=»ia', 0 i=iub , Os'=mb',^onde 1’ equazioni -f. 



i 



h’.lk-h 
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1 i ft*~ «f*/* 



«li RS, R'S' saranno 



.0 



«' 1 </' 



c quelle di rs, r's' 



fi 



X il . M X V 

1 7 = 1 > 1 $ ;H j7=l • 

ma mb ma mb 




Quindi si vede clic le RS , rs , come la R'S’, r's' sono 
parallele. 

Ora le RS, r's' s’ incontreranno sulla retta 



K;-*v) + »G + r') = '' ,+ '- 

cli’è la somma dell’ equazioni di queste rette, e che io dico 
essere l asse radicale. Infatti le a, a 1 sono le radici del- 
I’ equazione 



x*'!" Dee -j— F— 0 , ^ 4 aa * p ** S 

tV «il (fé fotl t'jl' fili*- J( le! . (infili (ci’i*. à(ti- H. 

\ 1 

e quindi - , ed — saranno quelle dell’ equazione 
a a 




\ 1 n 

Ì + F“°' 



f fi* 



\ 

c- 



/ 



r 



y 
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» 

a /r c/ 



onde sarà 




a 




Similmente si ottiene )nU'cjt> « 

4 — - — ^ — - /i / // a < ^ *V * «r ^‘/ / ^ — e/ /* vtn i t . 

fi' V V S , ls 

* '* £ , , . 1 1 E 

^'< .V A ^ l + b‘ = -Y ’ 



quindi sostituendo nell’ equazione ottenuta innanzi, si li a 



Da--t-Er/4-(»n4- 1) F=0. 



eli’ ò 1’ asse radicale. -V* 

150. Se si hanno tre cerchi, vi saranno Ire centri ili si- 
militudine esterni, e questi stanno per dritto. 

Calcolando i segmenti compresi tra ciascun centro di 
similitudine ed i centri de’ cerchi corrispondenti, si vedrà 
che il prodotto di tre di questi segmenti non consecutivi ò 
uguale al prodotto degli altri tre, e quindi i punti proposti 
stanno per dritto. 

Questa retta , che passa pei tre centri di similitudi- 
ne, dicesi asse di similitudine. 

Similmente si può dimostrare , che un centro di si- 
militudine esterno sta per dritto con due centri di simi- 
litudine interni. 

Onde si vede che nel sistema di tre cerchi vi sono 
quattro assi di similitudine. 

151. Costruire un cerchio, che tocchi tre cerchi dati. 

Poniamo l'origine di un sistema di assi ortogonali 

nel centro di uno de’ cerchi, il cui raggio chiamiamo r. 
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Siano inoltre r', r" i raggi «logli alil i «lue cerchi «la- 
ti, a'b', a"b" le coordinale de’ loro centri. 

Consideriamo il caso, clic il cerchio richiesto debba 
toccare esternamente i cerchi dati. 

Se indichiamo con R il raggio del cerchio cercato, e 
con x'y' le coordinate del contatto col cerchio r, è facile 
vedere, che le coordinate del centro ignoto saranno espres- 
se da 



R-f-r , R-j-r f 

x , y' , 

r > 



quindi sarà 




Sviluppando questo due equazioni , e posta la condi- 
zione si otterrà 

r[a'•+b' , +r t —r'*—2(a'x'+b'y’)]—2T{[a'x'-ìrb'y'—r(r—r , )) , 

onde si trae 

%a , x'+h'y’) _ 

2(a .r'-f-li;/') — 2r*-t-2rr' 

n"*+b"*-f-r* — r"* — 2(a"x'-f-b"j/) 

'■2[a' , x'-\-b"y') — 2r’-t-2rr" 
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ovvero aggiungendo l'unità ad amendue i membri, e ridu- 
cendo 

a'x'+h'i/ — r(r — r') a"x'+b"tf — r(r — r") 

— (r — r')* — a"’-t-b"* — (r — r"j* (1 ' 

La retta espressa da questa equazione incontrando il 
cerchio r vi determinerà due punti, che sono i punti di con- 
tatto del cerchio r, coi due cerchi, che toccano esterna- 
mente, ed internamente i cerchi proposti, perciocché l’equa- 
zione relativa a questosecondo caso si ottiene evidentemente 
dall’equazione precedente, cangiando i segni ad r, r', r", 
il che non altera quest’ ultima equazione, e però essa è re- 
lativa ad amendue questi casi. 

Ora osserviamo che la retta espressa da quest’ ultima 
equazione passa pel centro radicale de’ cerchi dati, per- 
ciocché g>» assi radicali del cerchio »' coi cerchi r' , r", 
sono 



2a' x + 2b' y — a'* — b'* = r* — r'* , 
2rt"x+2b , 'i/ — a"* — b"*= r*— r"*. 



ovvero 

2a' x+ 2b' y — 2r(r — r' +b'‘ — (r—, r' )* , 

2a"x-|-2b"j/ — 2r(r — r")=a"'-|-b"' — (r — >•")*. 

E dividendo l'una per l'altra si ottiene l'equazione (1). 
Osserviamo inoltre che questa medesima retta passa 
pel punto comune alle due rette 

a'x'-\-b'y ’ — r(r — r')=tì ; a"x'+b"y'— r(r— r")=0 , 

le quali sono rispettivamente le polari rispetto al cerchio r, 
de’due centri di similitudine esterni de’cerchi r,r', od r,r''; 
(147) quindi il punto d’incontro di queste rette sarà il polo 
dell'asse di similitudine esterno de' cerchi proposti. 

Quindi raccogliamo la seguente costruzione. Si costrui- 

ti 
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scano i poli dell’asse di similitudine esterno, per rispetto 
ai cerchi dati; congiunti questi poli col centro radicale, 
queste tre congiungenti incontreranno i cerchi dati ne’punti 
di contatto del cerchio, clic li tocca esternamente, e del- 
l' altro che li tocca internamente. Ripetendo la stessa co- 
struzione per gli altri tre assi di similitudine , si oltei - - 
ranno sci altri cerchi tangenti i cerchi proposti. 

ESEMPI SUL CERCHIO 

^ 152. Trovare la locale de" punti M che congiunti con due 
punti dati A, B, le congiungenti comprendano un angolo 
costante «. 

Assumendo la congiungcnte i punti dati per asse delle 
ar, e la perpendicolare a questa elevata dal punto medio 0 
di AB per asse delle y, se poniamo AO=OB=a, si ha che 
il doppio della superficie del triangolo AMB può venir rap- 
presentato da ciascuno de’ due membri dell'equazione 

— 3c)*l/j/’-(-(a-t- ir)*sen*=:2a)/. 

Ovvero 



— 4 a*x*= 



4«V 



scn » 



a. 2 



Sottraendo da amendue i membri 2^1/ *, si ottiene f 
— a*)*=4a*2/*col , * > j 



onde estraendo la radice si ha 

y*+ x * — a*— » 2ai/ co t * = 0 , 
y*-\- x* — «*-(- 2o y cot a— 0. 

Ed il luogo richiesto sarà rappresentato dalla prima di 
questo equazioni se l'angolo ÀMB è acuto, e l’ordinata di 
M è positiva, _o veramente se l'angolo AMB è ottuso, e 
l’ordinata di M negativa. Nel caso opposto il luogo sarà 



A*. 



ZaV, 



•7 2. 7 *• > Z 

2a y _ y x ~ 2 * y 
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dato dalla seconda equazione. In atnendue i casi questo 
luogo è una circonferenza che passa pe’ punti dati. 

453. Trovare il luogo de' punti M che congiunti con due 
punti dati A , B le congiungenti stiano nel rapporto co- 
stante di m : n. 

Posti gli assi e le notazioni come nel caso precedente, 
sarà evidentemente 



y*+(x-\-a)*~~ n' 

ovvero facendo svanire i fratti, e riducendo 

2 a x+d"— 0. 

nr — n 

Equazione di un cerchio. Cercando i punti ove esso in- 
contra l'asse delle ascisse si ha 

m+n m — » 

x== a, x= a, 

ni — « m+n 

cioè i punti che dividono la AB internamente ed esterna- 
mente nel rapporto di m : n (7). ■>. 

454. Dato un punto 0 ed una retta; se dal punto dato si 
conduce un raggio vettore OS sulla retta, e su questa si tagli 
un segmento OM per modo che sia OSxOM=ni*, essendo m 
una retta data, si vuole il luogo de’punti M. 

Questo luogo è un cerchio che passa per 0, c che ha 
il centro sulla perpendicolare abbassala da questo punto 
sulla data retta. 

455. Trovare il luogo de' punti da' quali abbassate le per- 
pendicolari sui tre lati di un triangolo, i piedi di esse stiano 
per dritto. 

Siano i tre lati del triangolo 

xeos* -f-ysen* — p =0, 
xeos*' -f-y sena' — p' =0, 
x cos*"-f-y sen *" — p"= 0 , 



Dìgitized by Google 




— 108 — 

i cui primi membri per brevità- indicheremo rispettiva- 
mente con o, a,, a t . 

Or indicando con x, y l le coordinate del piede della 
prima perpendicolare, la lunghezza di questa interposta- 
tra un suo punto qualunque xy, ed il piede Xj j/j essendo 
espressa da a (108), segue che le proiezioni di questa retta 
sugli assi delle x, e delle y saranno rispettivamente acos*, 
e asena, e poiché queste stesse proiezioni vengono e- 
spressc altresì da x — ed y — yi, segue che esprimen- 
do pure con x t y t , x,y, i piedi delle altre due perpendi- 
colari si avranno le relazioni seguenti 

x — x,=acos* , x — x l =a I cosa' , x — x t =a t cos*" 
y — J/ I =ascn* , y— j/.rrra.scn*' , y— t/,=a,cos*". 

Ciò posto per esprimere che i tre punti x,y lt x t y t , x,y t 
stanno in linea retta porremo la condizione 



ovvero 



?/.— y» _ y.-y. /ia.v 

X , — X» x i — x s ’ * 




(y—y»)—(y—y,) _ (y—y.)—(y—yj 

(X—X t )—(X—X,) (X— X,)— (X— X,) 



Sostituendo i valori si ottiene 



a,sen *' — a sen * a.sen a"— a sen * 

a,cos »' — a cosa oleosa" — acos* 

Liberando da fratti si ha 

rta,sen(* — *')-(- a,a t scn (*' — *")+a 4 a sen (*" — a) =0. 



Sostituendo in luogo de’ simboli a, a , , a, i valori clic essi 
rappresentano, si ha che il coefficiente di xy è 



sen(*-|-* , )sen(a' — *)-)-sen(* , -j-»")scn(*’' — a' 
+sen(a"-)-*)sen(a — *"). 



»? 

J 




Digitized by Google 




— 109 — 

Trasformando il prodotto di due seni nella differenza di due 
coseni si ottiene 



(cos2* — eos2*')-i-(cos2* f — cos2a")-Kcos2*" — cos2«) 



=0. 



Si ha similmente che i coefficienti d'x*, c d’j/* sono ri- 
spettivamente . , >' ' ) v 

, - <* 

cos*cos»'sen(*' — *)-f- cosa' cos *"errs^»u — / y 
-f-cos*"cos* 1^1 -«) ^ 

sen»sen*'sen(a' — *)-+-sen*'sen«"sen(*" — *') 1 7 

-|-sena"sen*sen(* — a"). ' 



V 



Se si calcola la differenza di queste due quantità si ot- 
tiene 



« 



cos (a + »') sen (a' — a) -f- COS (a'-f- a") Scn (a" — a') 
■+■ COS (*"+«) scn (a — a")= 



sen2a' — sen2a-|-sen2a" — sen2a'-t-sen2a — sen2a" 
- 



Quindi l'equazione del luogo essendo di secondo grado 
e di più uguali i coefficienti d’x*, e d’y* e nullo quello 
di xy, segue eh' essa rappresenterà un cerchio , il quale 
come si raccoglie dalla forma dell'equazione è circoscritto 
al triangolo dato, perciocché le coordinate de’ vertici so- 
disfano l’equazione medesima; infatti uno de' vertici é 
T incontro delle rette a=0, «,=0, e posta questa ipotesi 
nell'equazione del luogo, essa vien sodisfatta: lo stesso 
dicasi degli altri vertici. 

■150. Se da impunto 0 preso nel piano di un cerchio si 
conducono due trasversali che incontrano la circonferenza 
la prima ne punti P, P’ la seconda in Q, Q' dico clic sarà 

OPxOP'=OQxOQ'. 
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. Infatti assumendo le stesse trasversali per assi coor- 
dinati, l'equazione del cerchio sarà della forma 

» x’-|-y*-f-7)Xj/-(-qx-)-ry-+-s=0. f *■»•*•/ 

y 

Or ponendo in questa equazione j/=0, si avrà che le 
radici dell’equazione risultante x*+qx-|-s=0 , saranno i 
valori di OP, OP', e quindi si avrà 



OPxOP'=8. 

Si conchiude similmente ponendo x=0 



onde sarà 



OQxOQ'=s, 



OPxOP'=OQxOQ'. 



I 

157. Trovare la condizione perchè la rolla Ax-f-By-)-C=0 
segando il cerchio x*-+-y m — r*=0, V intercetta nella circon- 
ferenza sottenda un angolo retto al centro. 

Moltiplicando i termini di secondo grado dell'equazione 
del cerchio per C*, ed r* per (Ax-f-By)*, si otterrà 

C‘(x*+t/)-r*(Ax+By)*s=0, 
ovvero T. 

(C*— AV*)x* — 2ABr*xy + (C*— B V)=0. 

Questa equazione essendo omogenea esprimerà il sistema 
di due linee rette che passano per l’origine (129): di più es- 
se passano pe’ punti comuni alla retta ed al cerchio dato. 
Or la condizione perchè queste rette siano perpendicolari ù 



ovvero 



C*— A V=— C*-f BV* (131) , 

Cl/2 

_ 1/A*+B* 
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458. Le coordinate x'y' di un punto qualunque della 
circonferenza si possono esprimere mediante una seda va- 
riabile. Infatti dinotando con a l'angolo che il raggio con- 
dotto pel punto x'y' comprende coll’asse positivo delle x , 
si Ita 

ac'=rcosa , y'=r sena, 

. 

se l'origine delle coordinate è al centro, e nel caso generale i 

x' — a=rcosa , y' — b = rsena. 

Quindi I' equazione della tangente al cerchio nel punto 
x'y' verrà espressa da 

(x — a)cos* + (j/ — li)scna = r. 

E nel caso dell’origine nel centro quest’equazione si 
riduce a 

xcosa-f-ysena=r ; 

come era noto dalla teoria della linea retta (103). 

Similmente l’equazione della corda che congiunge due! 
punti x'y',x"y" della circonferenza si metterà sotto la forma 

x cos i (a'-(- *")-t- y se n { (*'-(-*'')= r cosi («' — a") , 

ove *' od a" rappresentano gli angoli che i raggi condotti 
pe’ punti proposti comprendono coll’ asse delle x. 

Osserviamo che la distanza di questa corda dal centro 
vien espressa da r cos £(*' — a'') .^per guisa che l’equazione 
precedente, ove si consideri indeterminato l’angolo a'-t-a', 
rappresenterà una tangente qualunque al cerchio 

x’-f- 1/*= CO S * i (a/— a") . 

159. Trovare V equazione polare del cerchio. 

Per trovare l’equazione polare del cerchio basta sosti- 

% li */</£) ,< »/ iUtx ltc / ^7; i '* J> f i— 
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luire all' equazione in coordinate rettilinee 

(*— a)*+(y — , 

in luogo delle variabili x,y i loro valori pcos* ,psena (70): 
onde si avrà supponendo che l’asse fìsso passi pel centro, e 
quindi 6=0 , 

j>* — 2apcos»+a* — r*=0. (1) 

Se il polo si trova sulla circonferenza essendo a = r, l’equa- 
zione precedente si riduce all’altra 

p=2rcos*. 

I valori ali p tutti dall’equazione (1) esprimendo i seg- 
menti OP,OP' fig. 01, di una trasversale qualunque che pas- 
sa per 0, si ha che OPxOP'=a m — «Scostante, come abbia- 
mo più innanzi trovalo. & 

100. Conducendo peroni punto fisso 0 fìg. 01, delle tra- 
sversali al cerchio C, trovare il luogo de' punti M coniugali 
annottici di 0 rispetto ai punti P,P* incontri della trasver- 
sale colla circonferenza. 

Dall’equazione polare del numero precedente si ha 
OP+OP — 2acos* , OPxOP'=a* — r* , 



quindi dividendo la prima di queste equazioni per la se- 
conda si ottiene 



OP^OP' OM a*— r* ’ l ‘ - .■> i 



/ Vi v* ViU w • \ sy J 

y+-ìj \ (.et rt* *}(„, nitri*. / - v 

ovvero, abbassando la perpendicolare MH sopra di OC si 
ha, essendo OM cos *=011 




a 



r* r ~ 

— e quindi CH=—, 



Digitized by Google 




1 13 — 



epperò la 1IK polare del punto 0 è i 
come per altra via avevamo ritrovato. 



1 luogo dimandato , 



CAPITOLO Vili. 



DISCUSSIONE DELL'EQUAZIONE GENERALE DI 2.® GRADO. 

101. Il 1 uogo geometrico, determinato da un’ equazione 
di 2.® grado, prende diverse forme, secondo date relazioni, 
che possono aver luogo tra i coefficienti dell'equazione pro- 
posta. Infatti si ù già osservato, che ij sistema ili due linee 
rette, ugualmente, che le curve coniche sono espresse da 
equazioni di 2.® grado. 

Or noi ci proponiamo di assegnare le condizioni , che 
danno luogo alle varie specie , che può avere una curva 
di 2.® grado , e rilevare delle proprietà , che loro sono 
comuni. 

162. Una curva di 2.® grado ammette sempre un centro. 

Il centro ili una curva essendo un punto, il quale bi- 
seca tutte le corde, che passano per esso, segue che me- 
nando per questo punto una retta qualunque, la semisomma 
delle ascisse de’ punti comuni alla retta ed alla curva, è 
d'uopo sia quanto l’ascissa del punto medesimo (08). Or 
indicando con x'y’ le coordinate del punto; una retta qua- 
lunque che passa per esso, sarà della forma 

y — y'=l;(x — x'). 

Sostituendo il valore della y tratto da questa equazione 
nell’equazione generale di 2.® grado 

A.r* H- B.ri/ Cij* -+- Dx -f- Ey -f- F — 0 , 

l'equazione, che ne risulta in x darà le ascisse de' punti 
comuni alla retta ed alla curva, e però il coefficiente del 2.® 
termine, col segno cambiato sarà la somma delle ascisse 
medesime, e quindi sarà ugnale a 2.r' (08); laonde avremo 

15 
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I’ equazione 

<2C.kij'+ iy+ E k n — 2a v— Bfrx' n , 
C aT*+ B k + A — : 



ovvero , facendo sparire il fratto e riducendo, 

(2 Ax' 4 - By ' + D) -f- (2Cy' 4 - Ex' 4 - E ) A- = 0; 

questa equazione dovendo aver luogo indipendentemente 
dal valore di k, segue che sarà 

2Ax' + By' + D=0 , 2Cy'4-Bx'4-E = 0 : 

cioè le due prime derivate della proposta equazione, pre- 
se rispetto alla x, ed alla y, uguagliate a zero. 

Quindi si trae 



, 2CD — BE , 2AE — BD 

* ~~ B* — 4AC ’ V ~~ B* — 4AC ' 

Onde si vede, che una curva di 2.° grado ha sempre 
un centro, e non ne ha che un solo. 

1G3. Questo centro si trova all’ infinito se si ha la re- 
lazione B* — 4AC = 0 , ovvero se i termini di 2.° grado 
della proposta equazione formano un quadrato perfetto. 

In questo caso di B’ — 4AC.=0, se fosse altresì 2GD — BE=O r 
o 2AE — BD=0 , le coordinate del centro sarebbero inde- 
terminate , ed i centri sarebbero infiniti ; ma in questo ca- 
so si sa che 1 ’ equazione di 2 .° grado esprime il si- 

stema di due rette parallele, le quali evidentemente am- 
mettono infiniti centri. 

164. Nel caso, che si abbia D=0, E=0, cioè che l’equa- 
zione manca de’ termini di 1 .® grado, le coordinate del cen- 
tro divengono uguali a zero. Quindi un’equazione di 2.° gra- 
do, la quale manca de’ termini di I. 0 , esprimerà una curva, 
che ha il centro nell’origine delle coordinate. 
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165. Le coordinate del centro essendo indipendenti dal 
termine noto , segue che tulle 1’ cquazjorti di 2.° grado , le 
quali non differiscono, che solo per questo termine, espri- 
meranno delle curve concentriche. 

166. Da ultimo osserveremo , che quando l’ equazione 
proposta esprime il sistema di due linee rette , le coordi- 
nate del centro non sono, che quelle del loro punto d'incon- 
tro (litw; quindi rileviamo, che sostituendo nell'equazione 
di 2.° grado in luogo d'x, e d’y le coordinate del centro, il 
risultamcnto della sostituzione dovrà essere un multiplo del 
discriminante, perciocché queste coordinale debbono sodi- 
sfare l'equazione, quando questa esprime il sistema di due 
linee rette. 

E nel fatto, si ottiene 



Ax"+Bxy+Cy'*+Dx'+Ey'+F= 
l[(2Ax'-|-By’+D)x'+(2Cy'+Bx'+E) ! , , +Dx'-+.Ey'+2F] ( f , . ) 



, /rv , r , , • AE*-|-C1)’+FB* — BDE— 4ACF , _ . 

= i- ( Dx '+Ey + 2F) == ^ - Ar7 — • - / - 

i* » X «- y V .)/ C< {re frwSC / f/f / £ , 



’B* — 4 AG 



Esprimendo con A il discriminante,- $i. 

Da ciò raccogliamo, che un’equazione di 2.° grado, ove / 
le coordinate del centro non siano infinite, può mettersi ^ 

sotto la forma 



A(x— x')*+B(x— x')(y— y')+C(y— y')*+ ; 

perciocché, se si suppone A=0, l’equazione si riduce al si- 
stema delle due rette, che in questo caso essa deve rappre- 
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serilare ( 




c di più sostituendo le coordinale del centro, 



essa dà per risultamento 



A 

B*— 4AC ' 



167. Questa forma, che prende l'equazione, ci dimostra, 
clic, supponendo B* — 4AC<0, il che imporla, che A e C ab- 
biano lo stesso segno, e che si può supporre positivo, il se- 
gno della quantità 



A(x— x')M-B(x— x')(j/— y')+C(>/— >/)* 



restando costantemente positivo, dovrà essere A > 0 , se la 
proposta equazione esprime un luogo , e non già una rela- 
zione assurda. 

*4» 168, Una curva di 2." grado ammette infiniti diametri rel- 

, iilinci: intendendo per diametro di una curva di 2.° grado , 
il luogo de' punti medi di un sistema di corde parallele. 

Infatti abbiamo osservato che , indicando con xy le 
coordinate del punto medio di una corda la cui direzione 
sia determinala dal valore di k, tra queste quantità ed i 
coefficienti dell’equazione della curva deve aver luogo la 
relazione 



Or poiché in questa equazione le xy possono rappre- 
sentare le coordinate del punto medio di una qualunque 
delle corde parallele la cui direzione è determinala da k , 
segue che questa equazione sarà il luogo de’ punti medi di 
queste corde, e poiché essa è al primo grado in x ed y s’in- 
ferisce che nelle curve di 2." grado i diametri sono tutti 
rettilinei. 

È chiaro clic questi diametri debbono passare tutti pel 
centro della curva , il che d’altra parte si manifesta dalla 
forma dell’equazione del diametro che abbiamo ottenuto, y- 
Se le corde sono parallele all’asse delta a;, sarà k=- 0, 
e quindi il diametro, che biseca le corde parallele a que- 
st’asse, sarà 

2 Ax+By-f-B =0. 



(2A.T+By-H))+ài2Cy-fBx+E)=0 



E)=0. 
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Similmente quello, che biseca le corde parallele al- 
l’asse delle y, sarà 2Cj/-t-Bx-t-E=0. +■ 

169. Se si ha B* — 4AC=0, la curva avrà tutti i suoi dia- 
metri paralleli. 

Infatti il coefficiente della a: nell'equazione del diame- 



• . , 2A-f-Bfc . 

tro, risoluta rispetto adì/, è — jr~ — - , e ponendo in luogo 

di B il suo valore tratto dalla relazione B’— jAC= 0, si ha 



_ 2A-f-B k _ 2A+ 2ft|/AC 2\/A(l/A+ki/C) _ /A 

2CM-B - 2Cfcq-2l/AC~ 2|/G(|/'A-t-Al/C) — V C ' 

quantità indipendente da k. 

Era facile di prevedere questo risultamento, osservan- 
do che i diametri dovendo passare pel centro, segue ch'essi 
divengono paralleli , nel caso che questo centro è all’ in- 
finito. 

170. Una curva di 2.° grado ammette sempre un diametro 
conjugalo ad un diametro dato : due diametri essendo tra 
loro conjugati quando ciascuno di essi biseca le corde paral- 
lele all'altro. 

Supponiamo infatti, che y=kx, e y=k'x siano due rette 
parallele a due diametri conjugati ; si avrà che il diametro 



(2Axrj-By+D)+Ji(2Ci/-(-Bx-t-E)=0 , 



il quale biseca le corde parallele ad y=kx sarà parallelo 
ad y=k'x-, e similmente y=kx sarà parallelo al diametro 

(2Ax+By+D)-Hi'(2Cy+Dx+E)=0;^ ,h j,, „ 4 



quindi si avranno le condizioni 



y~/< 



2A-f Bfc _ 2A-f-Bà' 

2CA+B ’ — ~2Cfc'+B : 



ma queste due condizioni sono tra loro identiche ; dacché 



y ^ V /<-<rO h ? /0<r 4 = 






C i.- - - 

, / 

X. 
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ciascuna di esse si riduce all’ altra 

2CWc'+B(JM-*')+2A=0 ; 

quindi si raccoglie, che se un diametro è parallelo alle cor- 
de bisecale da un secondo diametro , viceversa questo sarà 
parallelo alle corde bisecate dal primo , ed i due diametri 
saranno perciò conjugati. Quindi ciascun diametro ha il 
suo conjugato, e però è infinito il numero de’ sistemi di due 
diametri conjugati in una curva di 2.° grado. 

Osserviamo inoltre che dando a k un valore, cioè asse- 
gnata la posizione di un diametro , la precedente relazione 
ci fa conoscere la posizione del suo conjugato, la quale sarà 
determinala dal valore di k' tratto dalla relazione medesi- 
. 2A+B/C 

ma, c.oè k = acfc+B * ^ 

171. Perchè gli assi coordinati siano paralleli a due dia- 
metri conjugati, è d’uopo che il diametro 

2Ax+B»/-|-D:=0 , 



il quale biseca le corde parallele all’asse delle r, sia paral- 
lelo all’asse delle y, onde dovrà essere B=0. Se di più si 
ha B* — 4AG=0, la condizione precedente conduce ad una 
delle altre due A=0, o C=0. 

172. Dalla relazione 

2Cfcfc'+B(fc+fc')-i-2A=0, 

si raccoglie, che i sistemi di diametri conjugati in una cur- 
va di 2.° grado, formano un fascio in involuzione, quindi vi 
è sempre un sistema di diametri conjugati ortogonali (63), 
e per determinarne la direzione basterà conoscere la sola 
direzione di due sistemi di diametri conjugati. 

Questi diametri conjugati ortogonali, prendono il nome 
di assi, perciocché ciascuno di essi biseca ad angolo rello 
un sistema di corde parallele. 
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173. Calcolare i raion di k e k', che determinano la posi- 
zione degli assi. 

Queste due quantità, è chiaro, che debbono sodisfare 
le due relazioni 

2Cfcfc'-f-B(fc-hfc')+2A=0 , 
kk'- 1- (k-\-k') cos» -4-1=0. m» 

Da queste due equazioni, si trae 

* . 2 A ~ G kh '- 2Acos "- n 
+ 2Ccos»— B ’ — 2G cos»— B ’ 

quindi i valori di k, e k' saranno le radici dell’ equazione 

2(A — C) 2Acos» — B 

k ~2Ccmu^B k ~~ 2Ccos«— B — ’ 

Se gli assi coordinati sono ortogonali, si avrebbe 







Questa equazione ci mostra che i valori di k i quali de- 
terminano la posizione degli assi sono sempre reali, come 
avevamo osservato nel numero precedente. 

174. Calcolare la lunghezza del semidiametro parallelo ad 
una data retta y=kx. 

Indicando con x'y’ le coordinate del centro l’equazione 
del semidiametro parallelo alla data retta essendo 

y—y'—k(x—x ’) , 

si otterrà sostituendo nell’ equazione della curva (lfifi), 

Ck'(x~x')'+Bk(x-x')'+X(x~xr+ = 0 . 



onde 



— x f j 9 = — — V ; 

' 1 B*— 4AC'V/i m -|-Bft-K\ 
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e però, chiamando 8, il semidiametro richiesto 

tl A fc*-f-2fccos»-t-l 

8 = B* — 1AG Ck'+lik+X 




Se in questa espressione di 8* si sostituiscono per k i 
valori dati dall’ equazione del § 173 , è chiaro che si ot- 
terranno le lunghezze degli assi della curva. 

Osserviamo, che i quadrati de’semidiametri rispettiva- 
mente paralleli agli assi delle x, e delle y sono inversa- 
mente proporzionali ad A , e C , come si deduce dal valore 
di s*. - . \ v . - /; - 

175. Nel caso di B* — 4AC<0, dacchò il fattore varia- 
bile nel valore di ò*, si mantiene costantemente positivo, 
ed è a>0 (155) segue che il valore di 8 sarà sempre reale, 
e finito, onde la curva sarà chiusa in tutti i sensi. 

17G. Nel caso di B* — 4AC>0, se un diametro è reale, 
il suo conjugato sarà immaginario ; perciocché per otte- 
nere il valore del semidiametro conjugato di un diame- 
tro 8, è d’uopo sostituire nel valore di questo, in luogo di k 

la quantità — (170). *-■ /t 1 . 

Or con questa sostituzione non cangia, che solo il se- 
gno del trinomio infatti, potendosi supporre 

sempre C positivo, segue clic questo trinomio si può met- 
tere sotto la forma 



(*^y- 



B* — 4AC 
4G 



1 



Or supposto che questa quantità sia positiva , cioè che 
si abbia 

4AC, 

si ha dividendo pel 1° membro, e moltiplicando pel secondo 
m h^(B’_4AC}* 

B ~ 4AC> (2t’i-t-B)V 



Alide 



Vui-lj J (!) t '// I 
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" Or il eccomi» membro di questa ineguaglianza è ciò 
che diventa ['espressione ^Cit-f-B)*, allorché in luogo di k 
. .. 2A+B k , . , 

si sostituisce — -— — - ; e però si fa manifesto che il prò- 

posto trinomio cangia di segno con questa sostituzione. 

Questo teorema può enunciarsi dicendo che in un equa- 
zione di 2.° grado ax*-f-bx-f-c=0 che ha le radici reali, una 
qualunque di queste è sempre compressa tra un qualun- 



, 2 c+ bk 

que numero k , e — — r • 

1 2a k+b 

Da quanto precede dunque s’inferisce che nel caso di 
B* — 4AC>0 di due diametri coniugati, l’uno è reale, e 
l'altro è immaginario. >< 

177. Se si ha B* — 4AC<0,ii luogo della proposta equa- 
zione è un' ellisse. 

Infatti abbiamo dimostrato, che nel caso di B* — 4AC<0, 
tutti i diametri della curva sono reali e finiti , e quindi lo 
saranno altresì i due assi ; onde se questi si assumono 
per assi coordinati, 1’ equazione prenderà la forma 



b'x , —a t b * : 

nella quale a, eh esprimono le lunghezze de’ due semiassi; 
infatti per la natura dei diametri conjugati, è d’uopo che 
ad ogni ascissa corrispondano due valori per y uguali , e 
di segno contrario , e viceversa ; inoltre ponendo x=o si 
deve avere y—zizb , come per y=o dev’essere x=±a ; 
quindi 1’ equazione della curva deve prendere la forma pre- 
cedente ; c però la curva é un'ellisse (80). 

178. Se si ha B* — 4AC>0, il luogo della proposta equa- 
zione è un iperbole. 

Infatti abbiamo osservato che, nel caso di B* — 4AC>0, 
se un diametro della curva è reale , il suo coniugalo è im- 
maginario. Quindi indicando con a , la lunghezza del se- 
miasse reale, e con b quella del semiasse immaginario , 
segue per quanto è dello nel numero precedente, che assu- 

1G 
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mendo questi assi della curva per assi coordinali, 1' equa- 
zione prenderà la forma 



a*y* — b*x *~ — oV : 

eli’ è 1’ equazione dell' iperbole (84). 'yt- 

179. Facciamoci ora ad applicare le formole innanzi di- 
mostrate alla costruzione della curva data da un’equazione 
numerica, supponendo gli assi coordinati ortogonali. 

Sia in primo luogo proposta l’equazione 

60x* — 48xt/-|-2iy* — GOx-J- 48 ij +1=0. 



Poiché si ha B* — 4 A C= — 3456 , e A =82944, s’inferi- 
sce che il luogo richiesto ò un’ ellisse essendo la funziono 
B* — 4AC<0, e a>0. V /i6, //i7) 

Per costruire il centro della curva è d'uopo uguagliare 
a zero le due derivate dell’equazione prese rispetto a cia- 
scuna delle due variabili, onde otterremo, sopprimendo i 
fattori comuni 

1 Ox — 4y — 5=0 , 

' — x+ i/-t-l=0. 

Costruendo le rette espresse da queste equazioni , il 
loro punto d’incontro sarà il centro richiesto. 

Si potrebbero pure ricavare i valori delle x, y dalle pre- 
cedenti equazioni , e questi sarebbero le coordinate del 
centro. 

Per determinare la posizione degli assi ò d’uopo risol- 
vere l’equazione del § 173, relativo al caso degli assi coor- 
dinati ortogonali , cioè 






- 1=0 



la quale nel nostro caso diviene 



k'-?k- 1=0; 
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quindi fc=2,fc= — --Onde inclinando dal centro, una retta 

che faccia coll'asse positivo delle x un angolo la cui tan- 
gente sia uguale a 2, ed elevando a questa una perpen- 
dicolare dal centro medesimo, si sarà cosi determinata la 
posizione degli assi. 

Ora non resta clic a determinare la lunghezza di que- 
sti assi, perlochè calcoleremo i valori di 8* ponendo nella 
sua' espressione 



fc= 2, 




Sostituendo si ottiene, 




Determinata cosi la posizione, e la lunghezza de’ due 
assi della curva, essa si potrà descrivere per assegnazione 
di punti, come è detto nel § (83). yL „ 

Sia in secondo luogo l'equazione 



(ix’-f-l 2xy — %• — Oa: — 6j/-f-2=0 . 



Quindi sarà B* — 4A6=216, e A= — 243, onde essendo 
B* — 4AC>0, ed il discriminante diverso da zero, il luogo 
rappresentato dalla proposta equazione è un’ iperbole./*/' • 
Si determinerà il centro come nel caso precedente 
costruendo il punto d’incontro delle due rette 



///; /S/J 



4aT-j-4y — 3=0, 
4 x — 2;/ — 2=0. 



E quindi la posizione degli assi che sono determinati dai 

1 

valori k — — 2 , k = -• La lunghezza dell'asse corrisponden- 
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dente a fc= — 2, sarà data da s*= — — , onde questo sa- 
lo 

rà l’asse immaginario, e la lunghezza dell’asse trasverso 

1 

è determinala da S* = • 

O 

Determinata cosi la posizione e la lunghezza degli 
assi, si avranno i fuochi facendo 



mA. 3_l/5 

c = )/a'+IX=V 8 + TÒ~T 



(84'). 



Onde conoscendo il silo de’ fuochi , e 1’ asse trasverso si 
potrà costruire la curva come è detto nel § (8G). -jt 
180. Calcolare le lunghezze de' semiassi in una curva di 
2.° grado. 

Indicando con a, ehi due semiassi richiesti, porremo 



B A /i a -|-2fccosi}-+-l 

a lì" — 4A0 ' CA:*-f-B/c-t-A ’ 

_ A fc'«+ 2 /t'cos«+l 
IV*— 4AC ’ . C,k'*+k'+\ ’ 



ove le quantità k, k' debbono sodisfare le due condizioni 



2Ckk'-\-B(k-\-k')+ l 2X=0 , 
kk'-i-(k-hk')cos 1=0 , 



ovvero 



DA+2A= — k' (2C/c-(-D)n 

fceos«+l= — k' (/,•+ cos»).J 



M 



Or si ha , che il valore di «’ si può mettere sotto la 
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forma 



a =- 



2 A A-(fc-f- cos*>)-\-keosv+ì 



li’-lAC k{2Ck 15) ISA: + 2A ’ 
quindi si ottiene /A4< Jj* “a ) 



2A 



a m =- 



k + cosio 
li* — 4AC ’ 2Cfc-(- B ' 



Similmente si ha 



ia 2 a fc'-f-cos* 

15* — 4AG ‘ 2CP+B‘ 

Sommando, e moltiplicando questi valori , avendo ri- 
guardo alle precedenti relazioni, si ottiene 



* , ii 4-i{A-f-C— Bcos«) 
^ (B* — 4AC)* 



a*6* 



4A*sen*» 
(B" — 4AC)* ’ 



Quindi i quadrati de’ due semiassi saranno le radici 
dell’ equazione 



, 4A(A+C — Bcos») 4A*sen*« 

M (B‘ — 4AC)* M ( B* — 4 A C)’ = ’ 

*■ 

Se gli assi coordinati sono rettangolari , questa equa- 
zioni si riduce a 

4a(A+C) 4a ! _ = 

(B — 4AC)* (B* — 4AC) 1 

181. Assegnare V equazione degli asintoti dell' iperbole. 
Ter ottenere l’equazione richiesta è d’uopo assegnare il 



Digitized by Google 




— 126 — 



valore di A, che rende infinito il diametro della curva , ov- 
vero bisognerà porre 



CAM- BA + A = 0, 




cioè, ponendo in luogo di A la frazione 



V 

» 

X 



Ax’-f- Bari/ -4- Cy*= 0 ; 

# 

onde le rette espresse da questa equazione saranno paral- 
lele agli asintoti. Quindi si otterrà la direzione, degli asin- 
toti uguagliando a zero i termini di 2.° grado dell’ equazione 
della curva. 

Ciascuna delle due rette, espresse dalla precedente 
equazione, incontrerà la curva in un punto a distanza infi- 
nita, ed in un secondo punto a distanza finita. 

Osserviamo, che se si ha A = 0, uno degli asintoti è 
parallelo all'asse delle x; similmente se è C=0, un asin- 
toto sarà parallelo a l'asse delle y.V 

Ciò posto l'equazione dei due asintoti, sarà della forma 

Ax , -t-Bxy-f-Cj/*+Dx-f-Ey-l-F , =0 , 

ove è d'uopo determinare F' in modo, che annulli il discri- 
minante di questa equazione. 

Infatti è chiaro, che le rette espresse da questa equa- 
zione, sono parallele a quelle date dall’altra 

Ax*-f-Bxj/-f-Ct/*=0 : 



essendo due soltanto i punti d'incontro di questi due siste- 
mi di rette, di più esse passano pel centro (1G6) , quindi 
saranno gli asintoti. 

Ora uguagliando a zero il discriminante, si ottiene 



AE'-t-CD*— BDE 
B*— iAC 



V A*"* 



. <t ! f ' /V “ < * L> — l " 









SH + A4V 4 =o 
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quindi l’equazione degli asintoti, sarà 



Ax*+ Ba-j/ + Gj/*4-Da;+Ej/ 



AE*-(- CD* — DDE 
B*— AC 



Così nell’esempio del § (179) l’equazione de’ due asintoti 6 

25 

6x*-f- 12 xy — 3j /* — 9x — 6»/-| — — =0. 

O , 



E per costruirli basterà trovare i punti ove essi incontrano 
uno degli assi, e congiungerli col centro. 

182. La condizione perchè i due asintoti siano perpen- 
dicolari , è 

A-J-C — Bcos®=Q !«/>•' / d / 

t / 

Or in questa ipotesi le radici dell'equazione, che dà i 
quadrati de’ semiassi , sono uguali, e di segno contrario. In 
questo caso la curva prende il nome A' iperbole equilatera, e 
la sua equazione riferita agii assi, sarà , 

oc * — y*= — a*. 



183. Costruzione degli asintoti. 

Abbiamo osservato, che i diametri conjugali in una 
curva di 2.° grado formano un fascio in involuzione, deter- 
minato dall’equazione 



2CA-fc'+B(/c+fc') + 2A=0. 




Per ottenere i raggi doppi di questo fascio, è d’ uopo 
supporre fc=à'7"onde si avrà 

/ 

Cà*-t-B/;-+-A=0 , 



ch’è l’equazione la quale determina la direzione degli asin- 
toti; quindi raccogliamo, che gli asintoti dell’iporbole sono 
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/ 



* fri i 



i raggi doppi del fascio formato dai diametri conjugati , e 
però ciascun asintoto rappresenta un diametro, che comba- 
cia col suo coniugato. Onde basterà conoscere la sola dire- 
zione di due sistemi di diametri conjugati per costruire gli 
asintoti. 

•184. Se Ts* — 4AC=0, il luogo della proposta equazione è 
una parabola. 

' Infatti in questo caso, ponendo ^/A=a, ^/C=c, l’equa- 
zione della curva prende la forma ^ 

(aa;q-c>/)*+rx-|-Ej/-)-F=0. 

Or assumendo per assi le. due rette ax-)-c;/=0 , 
DaH-E;/-|-F=0 ; segue che le coordinate di un punto qua- 
lunque della curva , rispetto a questi nuovi assi , saranno 
espresse dalle due quantità ax-f-cy, e Dx-f-Ey-l-F, molti- 
plicate per dati coefficienti; perciocché esse sono uguali 
alle perpendicolari abbassate dal punto sopra queste rette , 
divise pel seno dell’angolo, che le stesse rette comprendo- 
no; quindi l’equazione della curva prende la forma y*—px> 

La forma ili questa equazione dimostra , che il nuovo 
asse delle ordinate, cioè la retta Da - -)-E(/-l-F=0, è tangente 
alla curva. E si vede altresì che il nuovo asse delle x, cioè 
ax-(-cy=0, è un diametro; come già sapevamo (109). 

Per ottenere l’equazione della curva medesima, rap- 
portala al suo asse, ed alla tangente al vertice , porremo 
1' equazione proposta sotto la forma 

(ax+cy+kf+fp— 2ak)x+{E— 2c%+F— k'=0 ; ^ /\J 

e determine! enm k colla condizione, che siano perpendi- 
colari le due rette 

<tx+cy+k=0 , e (D— 2ak)x+(E— 2ck)yj-F— fc*=0 , 

ovvero che sia (111) / 

«D+cE — 2A(A+C)— (aE-f-cD— 2I3 A-)cossj=0 ; 

' * l 0 n f* fi t a#// /fi - Jt /f £ ^ 



»V H 
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’ onde trarremo 



nfì+cE— (aE-+-cD)ros v 

2(A+G — Itcos»’) 



Sostituendo questo valore di k nell’ equazione della 
curva, si ha 



(ux-f-cy+fc)’- 



cD— <iE 



A-f-C— Bcos» 



[(c— acosw)T— (a— ccos»)y-(-F']=0 , 




ove è 



_ (F — k*)(A+C — Bcosv) 
cD — oE 



Quindi, indicando con X , Y le perpendicolari abbassa- 
te da un punto xy della curva sulle due rette 



cér-4^- 



rta>+-c;/-(-k=0, (c — a conv)x — (a — c cosr)>/-t-F'=0, 

sarà , (108) ' 

x J (c — qcos«)x— (fl-ccosy ) y + F ' ^ ^ (ax+cy+k) sena. // 1 

|/(A-(-C — Bcos») ’ J/(A-(-C — Bcosv)' C. 7 

E però 1’ equazione della curva si riduce a 

Y» l- («E— cD)sen«» /7f,fr^.<S 

(A+C— Bcos»)J ‘ 7 1 / 



eh' è 1' equazione della parabola (85). 

185. L' analisi precedente lascia indeterminalo il senso 
dell'asse positivo della curva, e quindi il segno del parame- 
tro. Ma riflettiamo, che le coordinate della curva debbono 
rendere negativa la quantità 



cu — «C, , |,i* 

: — [(o — acosj'U 1 — (a — ccosv)>/-Fr 1: 

A-f-G — Bcos-» 1 ' 

17 

( //^ * ^ ^ * r ^ * / » fr^ry r ' w | é" I 

/^7 t p *y <.*. *— 
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quindi se il coefficiente della y in questa espressione è po- ' 
sitivo, segue che i punti della curva hanno le ordinate mi- 
nori di quelle della retta dinotala dalla precedente espres- 
sione eguagliata a zero , e corrispondenti alla medesima 
ascissa, onde la curva sarà rivolta nel senso dell’asse nega- 
tivo delle y. Se il coefficiente d’y è negativo avrà luogo il 
contrario. 

Anche il segno del coefficiente della x nella precedente 
espressione ci dimostra ugualmente, che la curva corre nel 
senso positivo, o negativo dell’asse delle ascisse, secondo- 
chè esso è negativo o positivo. 

Conosciuta cosi la direzione dell’ asse positivo della 
curva, si prenderà il parametro col segno positivo. 

186. Sia per esempio l’equazione riferita da assi orto- 
gonali 

9:c , -|-2ì.tj/-(- 1 6i/*-t- 2*x-|— 46t/-(-9=0 , 

Poiché in questa equazione si ha B’— 4 AC=0 , ed il 
valore di A è diverso da zero , segue che essa esprime una 
parabola, e però la porremo sotto la forma 

(3xq-4y+*)'-+-2(11— 3fc)x+2(23-4fc)y-t-9— fc*=0. 

Quindi faremo 

3x-t-4y+A=0 , 2(11 — 3A)x-f-2(23 — ik)y-{-9—k r =0. 

Determinando la A colla condizione che queste rette 
siano tra loro perpendicolari si ricava k — 5 ; onde 1’ equa- 
zione della curva diventa 

(3-r~)-4y +■’>)* — 8x-f-6y — 16=0. 

Or costruiremo le due rette 









r-'y 



3a-+4y+5=0 , \ . \ 

— 8x-f-6y — 16=0 , , I 

htf 'n (")■ h( ‘- /r j "~ 'ij A 

<6+ «.y Jy * f'.; + 7: o ^ 

; sr ftk . /\ (<s. 

y /r» t /< */{U 

10O-*Ì *' 4//* "fh nj A 

/ >' 4 - y)< 0 ; * 
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«-'poiché in questa seconda equazione il coefficiente della y 
è positiva la curva si volge verso l’asse negativo delle or- 
' dinate. Indicando con Y, ed X le perpendicolari abbassate 
da un punto qualunque .vy della curva sopra queste due 
rette, si avrà 

Y _ 3x+4i/+ 5 _ — 8x-t-6y— 10 

— 5 * — 10 



Prendendo i valori de’ numeratori di questi fratti , e 
sostituendoli nell’ equazione della curv^T si ottiene 



o 




Onde si ha clic - sarà il parametro di questa para- 
o 

boia, e perù potremo costruire il fuoco, e la direttrice, 
e quindi la curva per assegnazione di punti come è detto 
nel § (88). 

187. Esibire l'equazione della tangente ad una curva di 
2.” grado in un punto x'y\ 

Per determinare questa equazione potremmo tenere 
la stessa via seguita nel caso del cerchio , ma si potrà 
più speditamente ottenere la richiesta equazione osser- 
vando che la tangente in un punto di una curva di 2.° 
grado è parallela al diametro coniugalo di quello che 
passa pel medesimo punto di contatto. Infatti conducendo 
pel punto dato una retta parallela alle corde che sono 
bisecate dal diametro che passa pel punto medesimo , 
questa retta non può incontrare la curva in altro punto, 
e sarà la tangente domandala. D’altra parte è cosa evi- 
dente che la retta che abbiamo condotta incontra la curva 
in due punti coincidenti in un solo eh’ è il punto dato di 
contatto. Quindi s’ inferisce che nelle coniche centrali le 
tangenti condotte per gli estremi di un diametro sono tra 
loro parallele. Ciò posto indicando con x'y' il punto dato è 
chiaro che 1’ equazione del diametro che passa per que- 
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sio punici sarà 

2Ax , +Bu'+D 

2Ax + B„+D- 5E? ±ji fi .(2C ! ,+B«+E)=0. . 

Or le corde die sono bisecate da questo diametro 
sono parallele alla retta 



2Ax'-t-By'd-D _ 

,J ~ ~ 2Cy'+Bx'+E X 

quindi la retta die passa pel punto parallclainenlc a que- 
sta sarà 



•j—y 



2Ax'-f-By'4-D 



2Cy'-t-Bx'-p-E 



? (x— x')=0 , 



ovvero 



(2Ax'+By'+D)x+t2Cy'+Bx'+E)y-2Aa' !, -2Bx'y'-2Cy' , -Dx'-E ; /'=0, • 



la quale sommala coll' identità 

2Ax' , +2Bxy-+-2Cy ,, +2Dx'+2Ey'+2F=0, 
ci dà per 1’ equazione richiesta 

{2Ax'+By'+D)x-)-(2Cy'-hBx'+E)y-f-Dx'-f-Ey'+2F=0. 

188. Ritenendo per le curve di 2.° grado le stesse defini- 
zioni del polo c della polare clic si son date nel caso del 
cerchio , potremo seguire la medesima via allora tenuta 
per ottenere l’equazione della polare di un dato punto x'y', 
che si troverà essere 

(2Ax' + By'+D)x+(2Cy'+Bx'+E)y+Dx'+Ey'+2F=0. 

Questa equazione avendola stessa forma di quella della 
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tangenti;, si raccoglie che anche la polare di un punto è pa- 
rallela al diametro coniugato di quello che passa pel punto 
medesimo. 

Se il punto dato è l’origine delle coordinate, l’equazio- 
ne della polare sarà semplicemente 

Dx + Ey+2F =0. 

Se fosse il centro della curva, siccome si annullano in 
questa ipotesi i coefficienti delle variabili, segue che l’equa- 
zione della polare si riduce a 

Dx'-t-Ex'+2F = 0 , 

cioè una retta a distanza infinita (101). 

189. Menando per un punto 0 delle secanti ad una curva 
di 5?.° grado, trovare il luogo del punto coniugalo armonico 
di 0 per rispetto ai punti H,H incontri della secaìite colla 
curva. 

Assumendo 0 per origine ed una secante qualunque 
OHH' per asse delle ascisse, essendo Ax*-|- Dx -j- F = 0 , 
l'equazione che determina le OH, OH', si avrà 

OHH-OH'=— ? , OHxOH'=v • 

A A 

quindi dividendo la prima per la seconda si ottiene 



1 1 _ D 

on + òTF~ — F 



Ciò posto la polare dell’origine O essendo D.r-f-Ei/-f- 2 F= 0 , 
se indichiamo con 0' il punto ove questa retta incontra l’as- 
se delle ascisse, si ha 



00 ’= — 



2F 

IT ’ 



onde 



D 2 

F 00* 



Sostituendo questo valore nell'equazione precedente si ot- 
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tiene 

_L 1 _ 2 

ÒH + ÓIP — OÓ 7 ’ 

epperò il punto 0' è coniugalo armonico di 0 rispetto ad H 
ed H\ Or la polare del punto 0 essendo indipendente dal 
silo degli assi, segue eh’ essa sarà la locale richiesta. 

Da questo teorema si raccoglie il mudo come costruire 
la polare di un dato punto, e quindi le tangenti ad una cur- 
va di 2.® grado che passano per un dato punto (140). Per- 
ciocché se la curva è centrale basta congiungere il centro 
C della curva col punto dato 0, e posto che H sia uno dei 
punti d’incontro di questa congiungente colla curva, si ta- 
glierà tra C ed 0 la CO' terza proporzionale in ordine a CO, 
e CH ; indi conducendo per 0' una parallela al diametro 
coniugalo di quello che passa per 0 , sarà questa la polare 
richiesta. 

Se la curva proposta è una parabola, si condurrà il 
diametro che passa pel punto dato 0, e supposto che questo 
incontri la curva in H, si taglierà su questo la HO'=OH, 
perciocché il punto H dev’essere medio tra i punti 0 ed O' 
essendo il suo coniugato armonico all’ infinito. Pel punto 0' 
passerà dunque la polare del dato punto 0, e sarà paralle- 
la alla tangente condotta per H. 

Se non si conosce la direzione di quesla tangente, si 
potrà condurre una secante OKK' , e costruire su questa 
il punto 0" conjugutu armonico di 0 rispetto a K , e K', e 
la O'O" sarà la polare di O. 

190. Dati due punii x'y', x"y” determinare il rapporto 
de' segmenti nei quali la congiungente di questi punti, vieti 
tagliata da una curva di 2.® grado. 

Procedendo nella stessa guisa come nel caso del cer- 
chio, si ottiene 1’ equazione 

r(.\x' •+Bx"t/'-pCy , "+Dx"+Ey"+F) 
H-?m[(2A.T"+Dy"-|-D)x'-t-(2C'y"-|-Px''-t-E)t/'-fD.r"+Ei/"+2F] 
+m®(Ax'*+Fx'i/’-f-ny'»-|-Dx'-t-Ey'-bF)=0. 
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I valori di - tratti da questa equazione saranno i 
in 

rapporti richiesti. 

Or se il punto x"y” stesse sulla polare d'x'y', le ra- 
dici della precedente equazione saranno uguali, e di se- 
gno contrario, e quindi si rileva pure, che ogni retta, la 
quale parte dal punto x'y' , vien divisa armonicamente 
dalla polare del punto, e dalla curva. 

Si ha pure , come nel caso del cerchio, che 1’ equa- 
zione delle due tangenti condotte dal punto x'y' alla co- 
nica , sarà 

4{Ax' t +Bx'y'+Cy' , 4-Dx , +Ej/'+F)(Ax , -|-Bxy-i-C ; /*-l-Dx-fEy-t-F) 

==[(2AxM-By4-D)x-H2CyH-Bx'+E)y+Dx'+Ey' + 2F]*. 



Mi. Se per un punto 0 preso nel piano di una curva di 

2° grado si conducono due corde , indicando con R, R' » 

franti d' incontro della prima, e Coti S , S' quelli della se- 

J OR . OR' 

eonda, dico che s ara costante il rapporto , se la 

11 OS . OS' 

direzione delle corde è sempre la stessa. 

Assumendo due qualunque di queste corde come assi si a- 

F F OR . OR' C 

vrà, cheOR.OR'= - ,ed OS.OS'=- ; quindi ; 

A G OS . OS A 

or se la curva è centrale i quadrali de’semidiamelri paraf- 

leli agli assi sono proporzionati a — e - ; quindi indi- 

A u 



cando con 3, e 3' questi semidiametri, si avrà 



OR. OR' d* 

OS. OS' _ S ; *' 



Se la curva è una parabola è costante il rapporto di — , 



eh’ è il rapporto quadrato de' seni degli angoli, che i dia- 
metri della parabola comprendono collo corde proposte. 
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Se le due rette OR , OS fossero tangenti , esse sta- 
rebbero nello stesso rapporto dei semidiametri ad essi 
paralleli, e nel caso della parabola le tangenti stanno in- 
versamente, come i seni degli angoli , di' esse compren- 
dono coi diametri della curva. 



CAPITOLO IX. 



PROPRIETÀ PRINCIPALI DELLE CONICHE CENTRALI 
Diametri conjugati 

192. Assumendo in lina data conica centrale per assi 
coordinali un sistema qualunque di diametri conjugati , 
per quanto è detto ne' §§(177), (178) segue che indicando 
con 2«\ e 2 b' le lunghezze di questi diametri, l’equazio- 
ne della curva sarà nel caso delia ellisse 



a' t y*-\-b'*x'—a n b' % : 

e nel caso dell’ iperbole, supposto che 2 b' sia la lunghez- 
za del diametro immaginario, 

oV-lV=-«T. 



Quindi l'equazione della tangente per la ellisse.es- 
seudo x'y' il punto di contatto, sarà (18^) fi 

' a'Yy / -i-b' t x'x==a m b' t ; - ****'. = - / ' 



e per l’ iperbole 



'•.7 



Yf 



a'*y-y — b'*x f x = — «' v. 



L equazione della tangente esprimerà puro, come sap- 
piamo, l’equazione della polare, ove il punto x'y' si trovi 
fuori della curva. 
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Volendo mettere I' equazione della tangente sotto la 
forma 

xcosa-f-t/cosj3 — p=0 , 

è d' uopo porre 

y' 

b'*~ p 

quindi si trae 



x' eos * 




y = 



b' % cos jS 



a cosa 



dovendo queste coordinate sodisfare l’equazione della cur- 
va, si ha 



p*=a’ t cos , x + b' t c.os t p . 



onde l - equazione della langente, sarà 

xcosa-f-ycos/J I/a 7 *co S *a_ f -ò'* CO s , (S= 0 . 
Se la curva è riferita agli assi, si avrà 



xeos a -f- yspn a — l/ «*cos"a-f- 6*sen*a = 0. 

193. Quindi indicando con p , p' le perpendicolari ab- 
bassate dal centro di una ellisse sopra due tangenti tra 
loro perpendicolari, si avrà 

P , =o*eos*a-|-fc*sen , a , p'*=a*sen*a-f b’cos'a, j- 
onde si trae • 

p* + p'* = o* + 6', 

18 

/ #-Tt ■/ 4 Iti /lA «)C 1 ?£•**-* , y /* tn**.* V «. 

<- //. ft- V* !•*?•( + 

J ‘"“ :r "* VS5T^V„V 
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'noi,, 



da questa equazione si raccoglie eh' è costante la somma 
de' quadrati delle distanze tra il centro della curva e due 
tangenti tra loro perpendicolari, e quindi costante la retta 
che congiunge il centro col punto d’ incontro di queste 
tangenti ; onde il luogo de' punti d'incontro delle tangenti 
perpendicolari tra loro $ una circonferenza concentrica 
alla curva , e che ha per raggio la corda del quadrante 
ellittico. 

194. La relazione del numero diventerà, essendo 

gli assi coordinali gli assi medesimi della curva. 



:> cMu' +'>{/<+“'] + 'A** 0 * A 

r i kk'=- -. 

t ir. a* 



Or indicando con « , *' gii angoli che due diametri 
conjugali comprendono coll’ asse maggiore nell’ ellisse , 



la precedente relazione prende la forma 






4 ’• 

h* 

tang*tang* f = , 

a 



(>’ 






1 1 > t •• (* 



e per I’ iperbole 



tang*tangji' = 



6* 

(!* 



Le quali relazioni dimostrano , che nell’ ellisse due 
diametri coniugati cadono da parti opposte rispetto all’as- 
se minore, e nell’ iperbole dalla medesima parte rispetto 
all’ asse immaginario , perciocché nel primo caso a ed »' 
debbono essere I’ uno acuto , e 1’ altro ottuso , e nel se- 
condo amendue acuti o aineudue ottusi. 

La relazione precedente dimostra altresì , che nel- 
1’ ellisse vi è un sistema di diametri conjugati uguali, e 
la loro posizione viene determinata , supponendo (81) 

b 

tang»= — tang*', onde tang« = ±-; quindi si ha , che i 
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diametri conjugati uguali nell’ellisse, vengono determi- 
nati dalle, diagonali del rettangolo circoscritto alla cur- 
va, avente i lati paralleli agli assi. 

L’ equazione della curva riferita ai diametri conjugati 
uguali, sarà della forma 

a:* + «/* = «'*. yC. 

195. Date le coordinate x'y' di un punto delta conica , 
calcolare la lunghezza del semidiametro che passa pel pun- 
to, e quella del suo conjugato, supponendo la curva rife- 
rita agli assi. 

Indicando con a' il semidiametro, che passa pel pun- 
to, si avrà 



a' , — x ,, -i-y' t ; 

sostituendo in questa espressione il valore d i/ * tratto 
dalla condizione 



ay+-f>V*=ci , V , 



si otterrà 



a* — b* 

a n z=b t + —x' t -b'-\-e*x' t \ 



ponendo 



: -=e 



Or indichiamo con b' la lunghezza del semidiametro 

»' 6* ^ 

conjugato. Essendo k =- , dalla relazione kk’ = ^ si 

oc u 

ricava k' = j • —7 ; e si ha pure fh */?/ / 

a y i 



J . / 0 -> *■ r dt* f Jtyfl A /j < ! fi' / 



^ 4=:ia‘b*, e B’ — 4AC= — 4«’b’ • ^ t 



« rfy +. £ * - 



i 
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a 



quindi sostituendo nell'espressione generale del seni idia- 
inelro^si otterrà 

a* b* 

b' t= j- % ?/* H — ì-f'* '■ 



e quindi, sostituendo il valore di — i /” tratto dalla relazione 

0 

n*j/*-(-6*x*=a*b* , si avrà 

6"=a'— eV. 



I)a questi valori di a'“ , e di b n si ottiene 
a n +b n =a , + b*. 

Cioè che nell' ellisse è costante la somma de' quadrati di 
due semidiametri conjugati. 

Per l'iperbole si otterrà 

a'*— !>"=«*— 6* ( 



cioè, che la differenza de quadrati de' semidiametri conjugati 
nell' iperbole è costante. 

Quindi nell" iperbole equilatera, due diametri conjugati 
sono sempre uguali tra loro.'Jè- 

Questa stessa conseguenza si può derivare dall'equa- 
zione, che dà i quadrati de’ semiassi , la quale riferita a 
due diametri conjugati, si riduce a ( Hf /#£> J "/('«‘u >. 



.Crr,' ,Y J*' 



a A 4- /}*_ j, AC 
— sen *«> =0 : 



essendo «*, e b* le radici di questa equazione, si ha 

a*-f-b J =a' t -hb'* , e a*b‘=a' f b n sen V, o ab=a'b' sen ■». 

La prima di queste uguaglianze esprime il teorema di- 
mostralo di sopra, e l'ultima, che è costante il triangolo for- 



1 



.V’Vfc/ . ht'ux.' h 

4 t >>iì f> * mltSe 



Av » • » • ’ M 

fri~¥ . 
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mutò da due semidiametri conjugati , e dalla retta, che cu li- 
gi unge i laro estremi. 

Quindi se conduciamo per gli estremi di due diametri 
conjugati le tangenti alla curva si vede che sarà altresì co- 
stante la superficie del parallelogrammo cosi formato. 

Per dimostrare direttamente quest' ultimo teorema , 
calcoleremo fig. 63 la perpendicolare HO abbassata dal 
centro della curva sopra la tangente UN, onde se espri- 
miamo con x'y' le coordinate del punto di contatto 1? , 

I equazione della tangente essendo a*y'y-i-b*x'x=a*b*, si 
avrà 



OH: 



«•b* 



ab 



|/aV*-|- b l x' 



V v-y'^à' 0 



Or il denominatore di questa frazione esprimendola 
lunghezza di OA' semidiametro conjugato di 013, segue che 
ab 

sarà 0H = ^ t , ovvero 0Hx0A'=ab. C.I3.D. 

196. Se una conica centrale è iscritta in un parallelo- 
grammo, le diagonali di questo sono due diametri conju- 
guti della curva. 

Siano x'y' ,x"y" i punti di contatto di due tangenti non 
parallele AD, DC fig. 62 quindi — x', — y', e — x" , — y" 
saranno le coordinate degli altri punti di contatto. Onde 
l’equazione de’ lati del parallelogrammo saranno 



AD. . ,b*x'x-\-a*y'y =a*b* , CD...b'x"x+a*y"y= a'b\ 

BC,...b'x'x-t-a'y'y=—a*b m , kB...b % x , 'x+a 1 ‘y"y=— a*b\ 

Sommando le AD, AB, si ottiene 

b*(x'+ x")x-t-a*(y'-{-y")if=0 : 

questa equazione esprime la congiuugenle il centrocol punto 
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A: or perchè gommando le BC,CD si ottiene la stessa equa- 
zione, segue che i vertici A e C stanno per dritto col cen- 
tro. In un modo analogo si dimostra , che i punti 1), O, B 
stanno per dritto, e l'equazione della seconda diagonale , 
sarà 

b*(x'~ x")t -f- a*(i/'— y")y=0. 

Ciò posto chiamando », *' gfi angoli , che queste diago- 
nali comprendono coll’asse maggiore, si ha 



tang»tang 



b* x' t ~x' n 
o* y' m -y"' 1 



ma dalle due relazioni 

b'x n -t -a t y ,m = a'b* , 
b*x" % + a*y"*=za*b* , 



si trae 

*/"— y‘ 

quindi sostituendo si ha 



a 

b 1 ' 



tang*tang»'= , 

a* 

eh - è la condizione perchè due diametri siano conjugati. j 
197. Se ad una conica centrale si applichi una tangente 
BM fig. (53 in un punto B, le porzioni di questa, comprese tra 
il contatto e gl'incontri, M,N con due diametri conjugati , 
danno un prodotto costante. 

" Poiché i diametri conjugati formano un fascio in invo- 
luzione, segue che i punti M sono gli omologhi de' punti N 
di una divisione in involuzione sulla tangente. Or poiché il 
punto B ha il suo omologo all' infinito , segue che sarà co- 
te il prodotto di BMxBN. 



i punì 
I stari 



Digitized by Google 




— 143 — 



Menando le Ungenti AM , A'N per gli estremi del dia- 
metro AA' conjugato di BB', saranno OM, ed ON due diame- 
tri conjugati, e quindi il prodotto costante sarà quanto il> 
quadrato di OA. 

V- Volendo dimostrare questo teorema col metodo delle 
coordinate, si può prendere per asse delle y il diametro che 
passa pel contatto, e per asse delle x il suo conjugato: indi- 
cando con b' , e a', le lunghezze di questi due semidiametri, 
segue che 1’ equazioni di due 'diametri conjugati saranno 
espresse da 



y — kr 



b' 



,J=Z ~^k X - 




Ponendo i/=b', si ha 




BM = — 



a'k 

V 



onde 



BM.BM'=— o'V ^ 

198. Dati due semidiametri conjugati OA' , OB' fig. 64 di 
una conica centrale noti descritta, costruire la direzione, e 
la lunghezza degli assi. 

Menando per A' la NM parallela ad OB' , questa retta 
sarà tangente alla curva in A', quindi se supponiamo, che 
M , N siano i punti ove questa tangente incontra gli ^ssi, se- 
gue che sarà A'M X A'N =OB'* , onde prolungando la UA' 
di una porzione A'H terza proporzionale in ordine ad OA', e 
OB', i punti 0, H, M, N staranno sopra una circonferenza 
data; perciocché essa passa per due punti dati 0, II, ed ha 
il centro sopra di NM. Quindi saranno dati i punti M , e N, e 
quindi anche la direzione degli assi OM, ON. 

Or abbassando la perpendicolare A'P sopra di OM, sarà 
M il polo di A'P, onde sarà dato il punto A, estremo di ur* 
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asse. Similmente si determina il punto B, estremo dell'al- 
tro asse. 

■199. In una conica centrale le porzioni, che una tangente 
NM fig. 65 taglia da due tangenti parallele AM, A'N, a con- 
tare dai punti di contatto, è costante. 

Infatti conducendo la NM' parallela al diametro AA', 
che passa pe’ contatti delle due tangenti parallele, si vede 
che ad ogni punto M corrisponde un sol punto M', e vice- 
versa : di più se il punto M coincide con A il punto M' va 
all’ infinito, e viceversa, quindi i punti M, M' formano una 
divisione in involuzione di cui A è il centro , e quindi è co- 
stante il prodotto AMxAM', ovvero AMxA'N, che è facile 
il vedere che, è quanto il quadrato di GB , semidiametro 
coniugato di OA. 

Col metodo delle coordinate questo teorema si dimostra 
facilmente prendendo per asse delle x il diametro AA' , ed 
il conjugato a questo per asse delle y. Essendo l’equazione 
della tangente 

a' % y'y-\-h n x'x~a'*h' % , 

si avrà ponendo successivamente x = a' , x — — a'. 



AM = ?T~ X,) , A'N= b ' V 



a'y' 



a'y' 



onde 



AMxA'N: 



h' l (a*' — x'*) 
a'W 



e dovendo x'y' soddisfare l’equazione della curva si avrà 



AMxA'Nnb". 

200. Nell' ellisse congiungendo un punto M tìg. 66 della cur- 
va cogli estremi di due diametri conjugati,W , BB', le rpiat- 
tro congiungenti formeranno un fascio armonico. 
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onde i punti A, A' K, K' sono armonici (7), e però le quattro 
congiungenti enunciate formano un fascio armonico. 

Quindi essendo dati due diametri conjugati AA', BIT di 
un’ellisse possiamo costruire quanti punti vogliamo di questa 
curva; perciocché, menando per B una retta qualunque BK', 
c congiungendo B' con K coniugato armonico di K\ rispetto 
ai punti A, A', il punto M, ove questa congiungente incon- 
tra la BK.', sarà un punto della curva. 

Per l’ iperbole poiché uno de’ diametri è immaginario, 
segue, che dovendo essere OK X OK # uguale a — «'*, il pun- 
to K cadrà in K" dall’ altra parte del centro, e quindi M' sa- 
rà un punto dell’ iperbole, che ha per diametri conjugati le 
AA', BB'. 

"f- 201. In ogni conica centrale se si conducono due diametri 

rispettivamente paralleli a due corde MA , MA', che congiun- 
gono un punto M della curva cogli estremi di un diametro 
A A', quei due diametri saranno conjugati. 

La proposizione è evidente; e si vede di piti cheTungo- 

19 
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lo contenuto da due diametri, è uguale a quello delle corde. 

Queste corde le quali congiungono un punto della cur- 
va cogli estremi di un diametro 9i dicono corde supplemen- 
tali. 

‘202. Costruire un sistema di diametri conjugati, che com- 
prendano un dato angolo. 

Menando un diametro qualunque costruiremo sopra di 
esso un segmento di cerchio capace dell’ angolo dato; le cor- 
de supplementali, che congiungono gli estremi del diame- 
tro col punto comune alla curva e dal segmento, determi- 
neranno i diametri conjugati richiesti. 



DELLA NORMALE ALLE CONICHE CENTRALI. 



h}* ^ 



■j- 203. La retta perpendicolare alla tangente ad una data 

curva, nel punto di contatto, si chiama normale della curva 
in quel punto. 

204. Esibire l' equazione della normale ad una conica cen- 
trale, in un dato punto x'y', rapportando la curva agli assi 
di figura. 

Essendo I' equazione della tangente nella ellisse 
b*x'x -t- a'y'y =«'b* ^*) 

segue che quella della normale, sarà Q 1 -- ) 

u'y'ix — x')— b'x\y — y') = ° > ? ^ 

rveroj < ì«i m du- c _ (\ — /ó 

X 1 >j‘ 



ov\ 



Per l'iperbole si avrebbe 



«’.T b*ii 



Ponendo i/ — 0 si ottiene la porzione ON fig. 07; che la 
normale taglia sull' asse maggiore nel raso dell'ellisse, e 

A» y r <? j O ./c A XAzs? * ,X r ~ y r ^ * 

A * ‘ ,J 4 

' */’• ”*'* •*/«*.*»»' & tu' h A *. J, c^.1, Ai-- 

rm. h eliiflì <L ^ 4*. H < 4 Ov ( e ni u »\ t ^ S>’ teisti* #«••*-» 

- ^Ut/L' *J ) « • jf /***>' •” '••• -* SJL'" J *■ \ 

jy* /' (*■ A ofa'fc I ; l’jis. jt- 1 - f) CV u» /'ufU., 

• _ Jì - - » t / V » /) 



— U7 — 



sull'asse trasverso se la curva è iperbole; quindi si ha 



ON = - t x', ovvero ON = c’x'. 



La porzione NP dell'asse compresa Ira il punto X ed i| 
piede dell'ordinata, si chiama auuuormale, e si ha 



NP=x'~x'=~x’. (*) -- * r,> ""*' r Z - 's Jl \ 
“ tt «-* A ' , £ 



Quindi si ha 






' ° — 



MN'=y'*-|-— x n = \(y I /'• fS<rr **» ’c 

1 a* a* \ b u* / , 

;/ 1 lf ffm **. £*% fi / f'i/ 



fr>*7 /,. 

c chiamando 6' la lunghezza del semidiametro conjugato di 
queUo^c-he passa per M, si ottiene 



W 

MX = — •• 
a 



A lr* A J 1 



Se si produce la normale sino ad incontrare in X"' l’as- f r ? "~ 
se minore, si ottiene /^ l 7TW“W-M ^ ì/xl * •/ 

y>l ' \ A/tZ y ^ 

MN 6 

onde ^ Z 

MN . MN'=b'V 



205. Da un dato punto x'y' miniare la normale, ad una co- 
nica centrale. 

Indicando con XY il punto della curva, ove la richiesta 
retta l’è normale, si avrà l'equazione 



fi\r b*y 



X Y 

la quale dev'essere soddisfatta dalle coordinate del punto 



^ ^ f* su yc M -r r . ^ 

i ce^y' 



/ 



/ c — - -^r^- / 
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dalo, quindi avremo la relazione 
, «Ve' h* ii' 

Onde il punto ignoto XY è determinalo dall'incontro 
dell'iperbole rappresentata da questa equazione, colla cur- 
va data. 

Però in luogo di costruire questa iperbole potremo ot- 
tenere il punto ignoto mediante una circonferenza, avvalen- 
doci del teorema dovuto al Professore Fadula, cioè che se 
da un vertice della curva si abbassano le perpendicolari 
sulle normali, condotte alla curva da un medesimo punto, i 
punti ove queste perpendicolari incontrano di nuovo la cur- 
va stanno allogati sopra una circonferenza. (Vedi Raccolta 
di Problemi di Geometria: pag. 91. Napoli 1838). 

Infatti la perpendicolare abbassata dal vertice (a , o) 
sulla normale è rappresentata da 

«• b * , 

y?/+y (x— a)=0 : 



combinando questa equazione con quella della curva 



si ottiene 



«•Y'-f -b'X'=a*b' , 




(«+•'•) , 



b % 

y -= 2 -(«-x>. 



onde 



XY= a X 



Or essendo 



n’.r' h'y’ 

X Y 



= c l , 
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si ha, elevando a quadrato, 

aV^H-bV'X* — 2o' , 6 , xVXY=c t X»Y* ; 
sostituendo i valori precedenti, si ottiene 

2 a''x'*b*(a — x)-j-2b 4 y rt (a-f-x) — 4a , b , x'y'y=ac 4 y n , 



ovvero 



, 2b , (b*y , '-a’x'*) \ab*x'y ' 2b'(a t x’*+b'y'') _ ft 

c y- ^ *"* y r^i — 



sottraendo questa equazione da quella curva, si ha 
, , 2(b , y n —<x'x' t ) lax'y' 2(a s x' 4 -\-b m y' 



V t~ x 



nò* 



^-—r^v + 



-ft*==0. 



eh’ è l'equazione di un cerchio. 

Per costruirlo osserviamo, eh' esso incontra quello cir- 
coscritto alla curva, -'£*+!/*— a“=0 , negli stessi punti ove 
questo vien incontrato dalla retta 



(fry— qV») 
a 



x — 2ax ’y'y-\-{ a*x n -}-b , y '*)=0. 



Or se in questa equazione si pone successivamente 
. b*y' ax' 

x=a , x= — a, si ottiene y= — y=—~, clic rap- 

(l.c y 

presentano le porzioni tagliale dalla retta proposta sulle 
tangenti alla curva menate per gli estremi dell’asse mag- 
giore : poiché il prodotto di queste parti è uguale a b* , 
segue che la retta è tangente alla curva , e la congiun- 
gente il contatto col vertice (a, o) avrà per polo il punto 




sarà 



y'y-\-x'xz=ax ’ , 



la quale esprime la perpendicolare AH abbassata dal ver- 
tice fig. 68 A sulla congiuiigente il punto datoNcolcentroO; 
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quindi abbassando questa perpendicolare , il punto H, ove 
essa incontra la curva sarà il punto di contatto; onde con- 
ducendo perH la tangente alla curva, i punti M, M' ove que- 
sta retta incontra il cerchio circoscritto, saranno due punti 
del cerchio richiesto. 

Ciò posto, osserviamo che ponendo nell’equazione del 



cerchio le coordinate del punto A , si ottiene 



4ty 



che 



sarà il quadralo della tangente condotta dal punto A al 
cerchio richiesto, quindi questa tangente sarà la quarta 
proporzionale in ordine a c, 2 b, y' : onde costruendo il cer- 
chio avente per raggio questa quarta proporzionale , sul- 
I’ asse radicale relativo a questo cerchio c ad uno de’ punti 
M o M' si troverà il centro del cerchio richiesto. 

206. Se da un punto di una conica si conducono comunque 
due corde ad angolo retto, la retta che ne congiunge gli estre- 
mi passerà per un punto fisso. 

Prendendo per asse delle ij la normale alla curva nel 
punto dato, e per asse delle x la tangente, l’equazione del- 
la curva, sarà della forma 



Ax*-}-Bx«/-l-C»/'-+- Ey = 0 , 

perciocché, come nel caso del cerchio (138), si ha pure che 
se una conica passa per l’origine la tangente alla curva in 
questo punto è determinata dai termini di primo grado u- 
guagliali a zero. 

Supponendo che l’ equazione delle corde perpendicola- 
ri sia (131) 

x*+pxy — 1/=0 ; 

si avrà moltiplicando questa equazione per A, e sottraendo- 
la da quella della curva 

(B — Ajp)x-J-(C + Aj/)-(-E=0 ; 

questa retta rappresenta la congiungenle gli estremi delle 
due corde. Or poiché questa equazione contiene l'indetermi- 
nata p a primo grado, segue che la congiungente passa per 

un puj^o fisso, cioè x= — --- --- • 
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DEI FUOCHI 



* 



207. Calcolare la distanza tra un punto (x',y') di una co- 
nica centrale, ed uno de’ fuochi (c,0), in funzione dell’ascis- 
sa del punto. 

È chiaro cfee si ha Cg. 69: 



MF*= (x w — c)*-4- j/'*= *'*+ y n — 2cx'-|- e* ; 
or essendo x'*-j- i/'*=6*-4-c*x'* (195), e b*+c*=a*f, si avrà 



i/^=6*+ c*x'* (195), e b*-)-c*=a*7~si 
MF*= a*— 2cx'+ c*x' % , / 



ovvero, essendo c = ac 



onde 



MF*=a* — 2acx'-(- e m x n ; 



MF = a — ex'. 



La quantità a— -ex' nell’ellisse é sempre positiva es- 
sendo a> x', ed e <1. 

La distanza dello stesso punto M dall’ altro fuoco , si ot- 
tiene cangiando il segno a c, o ad e; onde sarà 



MF — o+ex'. 

Quindi si ricava 

MF -j-MF — 2a. 



Per l’iperbole si avrebbe 



MF —ex' — a , 



onde 



MF'=cx'-+-a , 



MF'— MF = 2a. 



Moltiplicando le due espressioni dei raggi focali, si ot- 
tiene 

MF X MF'= a" — e Y*= b' % ,( A * 
cioè, che il prodotto di due raggi focali, che concorrono allo 
stesso punto della curva , è uguale al quadrato del semidia- 
metro eonjvgato di quello che passa pel punto. 

« fi'*//-* 

e/Ufò - 5L 

/ a ' 





1 Z. 

J. c 
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Osserviamo inoltre che l’espressione del raggio vettore 
MFèuna espressione razionale rispetto all’ascissa del punto. 
Or se ci proponiamo di trovare un punto nel piano di una 
conica tale che il raggio vettore condotto per esso ad un 
punto qualunque M della curva sia espresso razionalmente 
rispetto all’ascissa di questo punto medesimo , troveremmo 
che due sono i punti che sodisfano la dala condizione, e 
che questi sono i fuochi. Laonde possiamo definire i fuochi 
di una conica come que punti da cui condotti i raggi vettori 
ad un punto qualunque della curva i valori di questi siano 
espressioni razionali rispettò all' ascissa del punto inerissimo. 

208. Abbiamo definita la direttrice come la comfin se- 
zione del piano di contatto GLH, fig. 45, col piano della 
conica, la quale retta è perpendicolare all' asse AA' della 
conica. Or poiché la DAA' è tangente al cerchio GFH , 
segue che la AA' è divisa armonicamente ne’ punti F, e 
D , onde il fuoco F è il polo della direttrice , e quindi 
possiamo definire questa retta come la polare del fuoco; 
«* 

onde sarà 0"I) — — • 



va 



c 

Quindi la distanza MP fig. HO: di un punto M della cur- 

, ,, . TIT . , a* . a — ex' 

dalla direttrice HI, sara espressa da r' — ; 

c e 



onde si ha MP : MF-— - — — 
e 



a — esr'=i : e 



cioè in un rap- 






porlo costante; il quale è maggiore dell’unità per 1’ ellisse, 
c minore dell'unità per l'iperbole. 

Menando quindi una secante MM'L , sarà MF : M'F 
= MP : M'P'=ML : M'L. 

200. Il prodotto delle perpendicolari abbassate dai fuo- 
chi sopra una qualunque tangente è costante. 

Sia M(x'»/') yfig. 7 o) il punto di contatto, sarà 

■ ab(i-ff) ; 



FT= * 



ex 

a* 



fi ) s *jt. *ji» 



. /*'* »/'•* . /V 






v {a-etf ): (,) 



' 1 tf^j /a zj fi.** - ** /» ’ 

vy 

6 * C-VoKù 1 - : c o 
/ 

-e 



X X ' /f~> e+w-rJ* -7<. ¥ 

♦ C ~ ^ * fr - ^ , 
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indicando con b' il semidiametro conjugato di quello, clie 
passa per M (105). 

Or essendo a — ex'=FM, si avrà 




Similmente si avrà 



F'T'=^ F'M ; 

onde (m- fi'-Uty.l""* '<*■»* 9'.n = /? 

' FT< F'T'=l>*. 



+ 



Nell’ iperbole si avrebbe FT . F'T' = — b*, perciocché 
in questo caso le perpendicolari vanno in senso opposto , 
onde il loro prodotto è negativo. 

210. La tangente comprende angoli uguali coi raggi foca- 
li, che passano pel contatto. 

l’el numero precedente, si ha 



senFMT: 



TF 



MF 



b_ 

V ’ 



senF'MT'= 



T'F' 

FM 



b 

V 



e però i due angoli enunciali sono uguali. 

Si vede , die nell’ ellisse la tangente è la bisettrice 
esterna dell’ angolo formato dai raggi focali, e quindi la 
normale ne sarà la bisettrice interna. 

Nell’ iperbole ha luogo il contrario. 

Quindi se un'ellisse, ed un’iperbole sono omofocali, 
segue, che ne' punti comuni la tangente all’ellisse sarà 
normale all’ iperbole, e viceversa. 

211. Menando da un punto M fìg/ 71 le tangenti MH , 
MK , ad una conica centrale : abbassate dal fuoco F le 
perpendicolari FP, FQ : indicando con b' , 6" i semidia- 
metri paralleli rispettivamente alle due tangenti , si avrà 

20 



V* • 
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pe.' quanto precede 



quindi 



FP=-FII, 



F «=*r, FK * 



FP.b' FH 
FQ . b" FK ’ 



ovvero , poiché le tangenti sono proporzionali ai. diame- 
tri, che sono ad esse paralleli , 



FP.MH FH MFH FH 

FQ . MK — FK ’ ° MFK“FK ’ 



ed essendo il lato MF comune a questi due triangoli, se- 
gue che 1' angolo MFH è uguale all' angolo MFK. 

Or sia MN una corda fig. 72 la quale si prolunghi 
fino ad incontrare la direttrice in P; menale le tangenti 
ML, NL, si congiunga la FL, ed FP. Sarà 

MF : FN=MP : NP (208), 

onde 

MQ : QN=MP : NP , 

quindi la MN è divisa armonicamente in Q o P , ma la 
FQ biseca l’angolo MFN, quindi la PF sarà la bisettrice 
esterna di quest’ angolo, ed è perciò perpendicolare ad I.F. 

Or essendo la PII la polare di F, e la MP la polare 
di L, segue clic P sarà il polo di I,F , onde le corde fo- 
cali sono perpendicolari alle rette, che congiungono i loro 
poli col fuoco. 

212. Il luogo de’ piedi delle perpendicolari abbassale da 
un fuoco sulle tangenti ad una conica centrale , è la cir- 
conferenza che ha per diametro l' asse maggiore nel caso 
della ellisse, e i asse trasverso nel caso dell’ iperbole. 

Nell’ espressione generale , che dà la distanza di un 
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punto x'y' dalla tangente, ponendo le coordinate del fuoco 
si ottiene 



p=ccos» — l/a*cos’*+i» 4 sen‘* , 



quindi 

,5* — 2c/>cos»-f-c*cos**=a*cos**4-b*sen , jt , 



ovvero 



p* — 2cpcos* = b* ; 

quindi , (71) 

— 2 cx = b* ; 

eh’ è il cerchio enunciato. 

DEGLI ASINTOTI DELL' IPERBOLE. 



213. Riferendo l’ iperbole a due diametri coniugali, l’e- 
quazione degli asintoti. 



, sarà ' /& / )S< ^ j fj 

y* « t . - » * . „ 



ovvero 



a n b ”~ 11 ’ 



x u X u 

-+r?=°- n=°; 

a ir a b ' 



.Vf ~ />3 f 
* - Lj>C 



~ o 



r- 



I? / 

> /r 



•/,. 4 A. _ 



■ V ». . . A 



•» » / 7 l 



• / 

queste equazioni mostrano, che gli asintoti sono paralleli * ' 
alle rette 



x 

a' 





cioè alle congiungenti fig. 73 AB , AB' dell’ estremo A di 
un diametro con quelli del suo conjugato. 

2H. Come abbiamo osservalo nel § 52 , che in una divi- 
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sione in involuzione , i due punti doppii formano con due 
punti omologhi una divisione armonica, cosi pure in un fa- 
scio in involuzione i raggi doppii , e due raggi omologhi 
formeranno un fascio armonico ; quindi nell'iperbole i due 
asintoti, c due diametri coniugati formeranno un fascio ar- 
monico. h) 

Ond' è che menando una trasversale NN' , parallela ad 
OB ; questa sarà divisa per metà in P dal diametro OP 
conjugato di OB parallelo alla corda, perciocché l’omologo 
di P è all’ infinito. 

Quindi rileviamo eli’ essendo PM=PM' , sarà pure 
MN=M'N', onde le parti di una trasversale, comprese tra 
gli asintoti e l’ iperbole, sono uguali tra loro. 

Questo teorema dà un mezzo come costruire per punti 
un’ iperbole, quando ne sono dati gli asintoti, ed un punto. 

Se la trasversale è tangente alla curva, deriva dallo 
stesso principio, eh’ essa resta divisa per metà nel punto 
di contatto. 

215. L' iperbole si avvicina a ciascuno asintoto per una 
quantità minore di qualunque grandezza assegnabile. 

Infatti si ha dall’ equazione dell* asintoto OS 

V 

PN =— x, 
a 



c da quella della curva 



PM = -,Kc*-«'*, 



quindi sarà 



ovvero 



6'. 



MN = -(x— l/x’-a'*) 



MN=- 



aV 



//•*>•• eù- Jl / c 

/ / ? * 

A ? o 



a e J ///f #* * r ì» 



x -1- l/ x ’— a' 2 

J, A~ 7 - t fjL 
. hfi' y/iulrt y- ± A * 
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Or perchè la x può crescere sino all' infinito , segue che 
la MN può diminuire sino a zero. C. B. D. 

216. Equazione dell' iperbole riferita agli asintoti. 

Poiché 1’ equazioni degli asintoti /"debbono essere 
a;=0, y = 0, segue che 1’ equazione della curva sarà della 
forma 

xy=h *. 



Or poiché gli assi bisecano gli angoli degli asintoti 
(85) segue che x—y, sarà l'equazione dell’ asse trasverso, 
onde le coordinate del vertice saranno uguali a k, e quin- 
di indicando con * 1’ angolo compreso tra 1’ asse ed uno 

b „ 

degli asintoti, sarà a=2fccos*. Or essendo tana = -(85), 



sara cos*= 



* . , Va' + b* 

(/- ; ' b , . quindi & = , onde 1 equa- 



zione della curva riferita agli asintoti diviene 



x y=— — 








217. L’ equazione generale della tangente ad una conica 
diviene nel nostro caso / /i * / ¥ ? y-1 4 "' 

x'y + y'x= — 5 — , / 



* A t i ^ 

r 0», 



ma essendo «* -f-b* = 4x'y', sarà 

x'y+y'x = ‘2x'y' , 

ovvero , 



2y 



■*■*'*) 



La fórma di questa equazione dimostra egualmente , 
che la tangente,' incontrando gli asintoti, resta divisa per 
metà nel punto di contatto. 

(fi ***>• yjf - - 
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Quindi è costante il triangolo formato dalla tangente, 
c dallo parli, che questa taglia dagli asintoti, perciocché 
questo triangolo viene espresso da 2x'y'sen2» , ovvero 



a'+b* 

o 



senti*. 



CAPITOLO X. 

PROPRIETÀ PRINCIPALI DELLA PARABOLA 

Diametri. 

218. Assumendo per assi coordinati un diametro qua- 
lunque della curva, e la tangente menata per l’estremo 
di questo, abbiamo osservato che l’equazione della curva 
prende la forma y*==p'x (184). 

Per determinare il valore di p' corrispondente ad un 
diametro MN fig. 74 condurremo l’ ordinata pel vertice A; 
cd indicando con x'y' le coordinate del punto M prese 
rispetto all’asse, sarà Mll = AT=x' (189), e AII=MT = 

|/4x' , +y'*=J // 4x' , -f-px' : ponendo, che y*=px sia l’equa- 
zione della curva riferita all’ asse. 

Or dovendo le coordinale del punto A sodisfare l’equa- 
zione y*z=p'x ' , si otterrà sostituendo , p'=p-\- 4x', onde 
1’ equazione della curva riferita al diametro MN , ed alla 
tangente MS sarà 

y*=(p- f-4x')x. 

La quantità p+kc' , si chiama parametro corrispon- 
dente al diametro MN ; e si vede eh’ esso è maggiore del 
parametro principale p del quadruplo dell’ ascissa del pun- 
to M. 

219. Ponendo nell’ equazione generale della tangente ad 
una conica , i valori particolari relativi alla parabola rife- 
rila ad un diametro qualunque, sì ottiene 

2'j''f=P\v'+x). 
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Questa equazione rappresenta egualmente quella «Iella 
polare del punto x'y' , ove questo punto stia fuori della 
curva. 

120. Indicando con «p l'angolo, che la tangente al punto x'y' 



P P 

comprende col diametro, si ha tang<p=^-j, onde scn’<p=^- ( _ 

Quindi se da un punto si conducono alla parabola duo se- 
canti , i rettangoli de’ segmenti stanno tra loro come i pa- 
rametri de' diametri ad esse conjugati (191). Onde i qua- 
drati delle tangenti condotte da un punto alla curva stanno 
come i parametri de’ diametri corrispondenti ai punti di 
contatto. 



DELLA NORMALE. 



221. L’equazione della normale MN fig. 74 alla parabola 
in un punto M(x'i/'), è chiaro, che sarà 

p(y—y')= 2i/'(x— x')=o. 

V V 

Quindi si ha AN=x'-+--, onde sarà PN=-- 

a 9 2* 

Quindi nella parabola la sunnormale è costante , ed è 
quanto la metà del parametro. 

Si ha pure MN=J/;^x'+^ • 

DEL FUOCO. 

222. Congiungendo due punti M , M' della parabola col 
fuoco F, le FM, FM' sfanno tra loro come i parametri p', p" 
de' punti medesimi. 

Infatti siano x\ x" le ascisse de’ punti proposti, sarà 
MF=x'+l r , M'F=x"+^p, (85), 
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quindi 

MF 4 x'-\-p p' 

Wv~ix' , -\-p = p r, ‘ 

223. A’clla parabola la tangente comprende angoli uguali 
coll' asse, e col raggio focale che passa pel contatto. 

Indicando con x' l’ascissa del punto di contatto M fig. 
75 e con m il quarto del parametro , sarà FM=x'-f-m , ed è 
pure FT=x'-f-m , quindi il triangolo FMT sarà isoscele , c 
quindi saranno uguali gli angoli in T, ed in M. 

Menando la tangente al vertice, questa bisecherà la MT, 
essendo AP=AT , e però la FH sarà perpendicolare alla 
tangente : onde il luogo de’ piedi H delle perpendicolari ab- 
bassate dal fuoco sulle tangenti ad una parabola , è la tan- 
gente al vertice. 

224. Calcolare la lunghezza della perpendicolare abbas- 
sata dal fuoco sulla tangente. 

Essendo (ni, 0) le coordinale del fuoco, e y'y=2m(x , -\-x), 
l’equazione della tangente, la forinola della perpendicolare 
darà in questo caso 



|/j / , *4-4 m « 4 



essendo p' il parametro del punto M. 

. iìl 

Osserviamo che ponendo HFT=», sarà pure FH== , 

cos* 

quindi’ assumendo il fuoco per origine delle coordinale, 
I’ equazione della tangente si può mettere sotto la forma 

m 

xcos«-t-!/scn«H =0. 

cosa 



225. Trovare il luogo de’ punti d' incontro delle tangenti , 
alla parabola, le quali si tagliano ad angolo retto. 

Prendendo il fuoco per origine , I’ equazione di una 
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tangente sarà della forma 

xcos*a+i/sen*c.os*-f-«i==0; 
e quella della tangente perpendicolare a questa sarà 
xsen** — i/scn*cos*+»n = 0 ; 

perciocché la perpendicolare, abbassata su questa seconda 
tangente, comprende coll’ asse un angolo uguale ad »-f-90°. 
Sommando le precedenti equazioni si ha 

x+2m=0 , 

eli’ è 1’ equazione della direttrice. 

226. Nella parabola V angolo TLT' fig. 76, formato da due 
tangenti è la metà dell' angolo contenuto dai raggi focali , 
che passano pe’ contatti. 

Infatti si ha 

TLT'=LTx — LT'x ; 

ma è LTx=ìMFx, ed LT'x=^M'Fx, 
quindi sarà 



TLT' = ì (MFx — M'Fx )= { MFM'. 

227. Nella parabola, la congiungente il punto connine a 
due tangenti col fuoco, biseca l' angolo de' raggi focali , che 
passano pei contatti. 

Infatti si ha, fig. 76 pe’§ (220), e 221) 

Tri: FML ML . FH _ /p' /p’ _p' MF 

Tri: FM'L M'L . FlV^y p" ' \ ^'“p 77- M'F" 

Quindi i due triangoli MFL , M'FL , stando tra loro co- 

21 
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me i lati MF , M'F , cd avendo un lato comune FL , segue 
clic sarà 1' angolo MFL uguale ad M'FL. 

Quindi si dimostra come nelle coniche centrali , che 
ogni corda focale è perpendicolare alla retta, che congiun- 
ge il suo polo col fuoco. 

CAPITOLO XI. 

QUISTIONI PROPOSTE. 

228. Proponiamo ai giovani , siccome un esercizio che 
può tornar loro assai utile, la soluzione delle quislioni che 
seguono. 

Data la base di un triangolo , e la differenza degli an- 
goli adiacenti a questa, trovare il luogo del vertice. 

Data la base di un triangolo, ed il prodotto delle tangenti 
degli angoli adiacenti a questa, trovare il luogo del vertice. 

Data la base di un triangolo , ed il prodotto delle tan- 
genti delle metà degli angoli adiacenti a questa, trovare il 
luogo del vertice. 

Data la base di un triangolo , e la somma de’ lati, tro- 
vare il luogo del centro pel cerchio iscritto. 

Data la base di un triangolo , e la lunghezza della in- 
tercetta prodotta dai lati variabili , sopra una retta data , 
trovare il luogo del vertice. 

Data la base di un triangolo , e supponendo che uno 
degli angoli alla base sia doppio dell'altro, trovare il luogo 
del vertice. 

Date due coniche : menando una tangente alla prima , 
trovare il luogo del polo di questa retta , rispetto alla se- 
conda conica. 

Dati due cerchi , trovare il luogo de’ punti dai quali 
condotte le tangenti ai cerchi proposti , ne sia costante la 
somma, o la differenza. 

Trovare il luogo de’ punti, che le loro distanze da un 
punto fisso, siano uguali alle inlercelte tra i punti ed una 
retta fissa, e condotte sotto un angolo dato. 
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Essendo F il fuoco di un ellisse ; meniamo alla curva 
la tangente ad un punto M ; sia Q la projezione sul raggio 
rettore MF , del punto ove la tangente incontra I’ asse mi- 
nore, trovare il luogo de’ punti Q.. 

Trovare il luogo de’ poli di una retta fissa , rispetto 
ad un sistema di coniche omofocali. 

Trovare il luogo de' punti d’ incontro delle tangenti ad 
una data parabola, le quali comprendano un dato angolo. 

Sopra di una tangente ad una conica , si prendano due 
punti A, B, per modo che- la distanza AB sia costante , tro- 
vare il luogo de’ punti d’ incontro delle tangenti condotte 
alla curva da A, e da B. 

Trovare il luogo delle intersezioni delle normali , me- 
nate ad una conica, per gli estremi di una corda focale. 

Trovare il luogo de’ piedi delie perpendicolari , abbas- 
sate dal fuoco di una parabola sopra le normali. 

Per un punto fisso nel piano di una conica, si meni una 
corda qualunque; si descriva il cerchio prendendo per dia- 
metro questa corda ; la retta che congiunge gli altri due 
punti , ove la circonferenza incontra la conica , passa per 
un punto fìsso. 

Se da un punto P si conducono le due tangenti ad una 
conica centrale, queste saranno ugualmente inclinate alle 
congiungenti PF, PF', essendo F, ed F', i due fuochi. 

Ogni corda focale è terza proporzionale in ordine al- 
1’ asse trasverso, ed al diametro che 1’ 6 parallelo. 

È costante la somma di due corde focali , parallele a 
due diametri conjugati. 

E costante la somma de’ valori reciproci di due corde 
focali, che si tagliano ad angolo retto. 

La distanza di un punto di una conica da un fuoco , è 
quanto l’ordinata del punto, prodotta fino ad incontrare la 
tangente condotta alla curva per 1’ estremo dell’ ordinata 
focale. 

Indicando con x'y' un punto di un ellisse , e ponendo 
w'=ocos<p, sarà y r =b sen<p : se 1’ ordinata del punto x’y 1 si 
potrae fino ad incontrare la circonferenza circoscritta al- 
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1’ ellisse , congiungendo questo punto col «entro , 9 espri- 
merà 1’ angolo che questa congiungente comprende coll'as- 
se maggiore. 

Esprimendo con a' ij semidiametro che passa per x'y', 
e con b' il conjugato, sarà 

a ,, =o*cos*(p-+-ò*sen , <p , b ,, =a*sen*<p-t-li 1 sen<p. 

Indicando con <p, e <p' gli angoli relativi ai punti x'y' e 
x"y", si ha che 1’ equazione della eorda , che congiunge 
questi due punti, sarà 



X 7/ 

- cosi(<p-Hp')-t- f senì(cp-f-(p')=cos-j(<p — <p') . 
a o 

Quindi 1’ equazione della tangente nel punto x'y' , sa- 
x y 

rà -cos<p-f--sen«p=l. 
a a 

Esprimere la corda D, che congiunge i due punti 9, 9', 

Si avrà D=2sen-j(<p — 9') [a*sen*£(9-f-9)-|-b*cos’J(9-f-9)]£. 

Poiché la quantità chiusa in parentesi è quanto il semidia- 
tro conjugato di quello che passa pel punto ■£(9-1-9') , e di 
più la tangente al punto r( < H~ < p)> ^ parallela alla corda, che 
cougiunge 9 con 9', come si rileva dall’ equazioni di queste 
due rette ; segue che indicando con b' il semidiametro pa- 
rallelo alla data corda, si ha D=2h'sen£ (9 — 9'). 

Trovare l’area del triangolo, i cui vertici siano 9, 9', 9". 
Si avrà, indicando con S la superficie richiesta, 

S=2ahsen£(9 — 9')sen£(9' — 9")sen£(9"— 9). 



Presi tre punti sopra rcllisse, indicando con b' ,b",b"', 
i semidiametri paralleli alle corde, che congiungono i punti 
dati, e con R il raggio del cerchio, che passa pe’trc punti, 



sarà R = 



b'b"b"' 



Se una corda PP' in una conica , passa costantemente 
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per un punto fisso 0 , dimostrare eh’ è costante il prodotto 
tangjPFO . tang^P'FO. 

Se agli estremi di una corda focale , si conducono le 
normali alla curva , se pel punto ove queste s’ incontrano 
si conduca una parallela all’asse , questa dividerà la corda 
in due parti uguali. 

Se agli estremi di una corda focale si conducono le 
tangenti, e le normali, la retta che congiunge il punto d’in- 
contro delle tangenti, con quello delle normali, passerà per 
l’altro fuoco. 

Se ad un triangolo si circoscriva un iperbole equilate- 
ra, essa passerà pel punto d’incontro delle tre altezze. 

Se un triangolo è tale, che ciascun vertice è polo del 
lato opposto, per rispetto ad un iperbole equilatera , il cer- 
chio circoscritto al triangolo passerà pel centro della curva. 

Se due coniche sono iscritte in un quadrilatero, gli otto 
punti di contatto sono allogati sopra di una conica. 

Se una parabola è iscritta in un quadrilatero, il pro- 
dotto di due congiungenti del fuoco con due vertici opposti 
del quadrilatero, è quanto il prodotto delle altre due con- 
giungenti. 

Se una parabola è iscritta in un triangolo , l’inoontro 
delle tre altezze cadrà sulla direttrice. 

Posta la stessa ipotesi del teorema precedente , il cer- 
chio circoscritto al triangolo passa pel fuoco della parabola. 

Nella stessa ipotesi, l’aja del triangolo è la metà di 
quello, che ha per vertici i punti di contatto. 

£ indicando con R il raggio del cerchio circoscritto a 

c 'c"c"' 

questo secondo triangolo si ha, R*= — - essendo 

4 p 

c ' , c " , c"' i parametri de’ diametri, che bisecano le con- 
giungenti i tre punti dati. 
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CAPÌTOLO XII. 



DELLE CONICHE 

CONSIDERATE COME INVILUPPI DI UNA RETTA. 

229. Una curva conica, egualmente che una qualunque 
curva geometrica, può riguardarsi o come generata da un 
punto il cui movimento sia determinato da una data leg- 
ge , o veramente come l ' inviluppo di una linea retta la 
quale si mova egualmente sodisfacendo una data condi- 
zione ; cioè che la conica è tangente sempre alla retta 
mobile , onde ogni suo punto può riguardarsi come l’ in- 
contro di due posizioni successive di quella retta mede- 
sima. Cosi per esempio diciamo che il cerchio è l’invilup- 
po di una retta la quale si muove serbandosi sempre alla 
stessa distanza da un punto fisso : ugualmente 1’ ellissi è 
l’ inviluppo di una retta le cui distanze da due punti fissi 
danno un prodotto costante (209). 

230. Ciò posto io dico che se tra i coefficienti l, m, n, 
dell’ equazione di una retta lx-i-my+n=o esiste una re- 
lazione di secondo grado 

AJ*+Bm*-f-Cn*-{-2F mn-l-2Gnl-J-2Hi»n=o , 

l’ inviluppo di questa retta sarà una curva conica. 

Per dimostrare 1’ enunciato teorema , premetteremo 
prima la ricerca della condizione perchè una retta 
sia tangente alla conica 

ax*-\-2hxy-\-by*-j-ìgx+ < 2fy+ c—0 . ( 1 ) 

Eliminando la y tra 1’ equazione della retta e quella 
della curva si ottiene 

(ani* — 2hln>-\-bl t )x'+2(gm' — Imiti — fml+bln)x 
+(cm* — 2/»»i-(-lm*)=0. 

Or se le radici di questa equazione sono uguali la pro- 
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posta retta sarà tangente alla curva , quindi la condizione 
richiesta sarà 

(am* — Qhlm-\-bl*)(cm* — 2(mn-\-bn*)=(gm* — hmu — fml+bln)*. 

Ovvero eseguendo le operazioni ed ordinando 

(bc — f*)l*-\-(ac — g*)m*-\-(ab — ì*)n*+2(gh — af)mn-\-^(hf- — bg ) 
nl+%fg — ch)lm=0 (2). 

Or osserviamo che i coefficienti di l*, in*, n* , mn , ec. 
sono rispettivamente le derivate del discriminante A del- 
l'equazione della curva prese rispetto ad a , b , c , f , g , k. 
Quindi essendo 



A=abc-{-2fgh — af* — bg * — ch*= 



a h n 
hb'f 
9 f c 



segue che il discriminante A' dell’equazione (2) sarà il de- 
terminante reciproco di A, onde si ha A*— A*. Epperó le de- 
rivate di A' prese rispetto ai vari coefficienti di (2) saranno 
rispettivamente 2aA, 26 a, 2ca, ec. onde tolto il fattore co- 
mune 2a si ottengono i coefficienti dell’equazione della co- 
nica cui è tangente la retta lx-t-my-+- n = 0. Quindi come 
dall’equazione (1) si ottiene la (2), nella stessa guisa dal- 
la (2) si ricava la (1). 

231. Da questo che precede si raccoglie chiaramente il 
teorema enunciato , perciocché abbiamo dimostrato che la 
retta variabile lx+my+n=0 , i cui coefficienti sodisfano 
una relazione di secondo grado (2) tocca costantemente una 
conica (1). 

Lo stesso teorema si può dimostrare seguendo un altro 
principio. 

È chiaro che se assegniamo un punto pel quale voglia- 
mo che passi la retta lx+my-\-n=tì , ciò equivale ad una 
relazione di primo grado tra i coefficienti 2, in, n; i quali 
mediante la data relazione di 2° grado resteranno determi- 
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nati, e cosi si otterranno due rette le quali passando pel 
punto assegnato sodisfano la data relazione. 

Or potremmo proporci la quistione di trovare il luogo 
de' punti pe' quali le due rette cosi determinate si confon- 
dono in una. 

Ciò posto se eliminiamo la « si ottiene 
(A— 2Gx+Cx*)J*+2(H— Fa; — Gy+Cxy)lw+(B — 2Fy+Cy*)m*=0, 

l 

ed è chiaro che quei punti ( xy ) pe’ quali i valori di — tratti 

da questa equazione sono uguali, saranno punti del luogo 
dimandato, epperò 1’ equazione richiesta sarà 

(A — 2Gx-|-Cx*)(B — 2Fy-f-Cy*)=r(H — Fx — Gy-f-Cxy)*, 
ovvero ordinando 

(BC — F*)x*-f-2(FG — CH)xy-f(CA — G*)y*+2(HF — BG)x 
-f-2(GH — AFJy+AB — H*=0 , 

ch'ò l’equazione di una conica cui è tangente la retta 
lx-f-my-i~n=0, perciocché per quello che abbiamo osservato 
nel numero precedente la condizione perchè abbia luogo il 
contatto è precisamente 

AJ*+Bm*-f-Cn*+2Fmn-j-2G«l+2inw=0. 

Quest’ ultima equazione è delta Equazione tangenziale 
di quella conica; ed è chiaro che assegnando un valore ad 
uno de’ coefficienti l, m, n; cioè fissando un punto pel quale 
passi la retta fx+my-f-n=0 , c poi determinando gli altri 
coefficienti mediante l'equazione tangenziale, le due rette 
che ne risultano saranno le tangenti alla conica trovata in- 
nanzi condotte dal punto proposto. 

232. Vogliasi per esempio l’ inviluppo di una retta le cui 
distanze da due punti fissi F , F' abbiano un prodotto co- 
stante. Prendendo per asse delle x la congiungente de’ 
punti dati, il punto medio di questa per origine ; ponendo 
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OF=OF'=c , ed indicando con b * il prodotto costante , 
se dinotiamo con Ax-|-Bi/ -J- C=0 la retta variabile, la da- 
ta condizione sarà espressa da 

G-j— Ac G — Ac ^ 

l/A‘+B» ’ l/A*+B* _ 

e quindi * ' 

C*— A'c^A'+B*)^*, ovvero A*(b*+c*)-f C»ò*— C*=0. 

Eliminando la C tra questa equazione e quella della retta 
si ha 

A*(b»-H*H-B’b* — (Ax+Bi/}*=0 , 

ovvero 

x\*{b-t-c* — x % ) — 2ABxy-f-B*(b* — y*)=0 , 
quindi il luogo richiesto sarà 

(b*+c«-x*K&*— J/*)=»V . 

ed ordinando 

(b m +c*)!/*+6V=b*(6*-fc*) . 

Vogliasi inoltre l’ inviluppo di una retta tale che i 
quadrati delle sue distanze da due punti fissi abbiano una 
differenza costante. Posti gli assi e le notazioni come 
nella quistionc precedente, la data condizione sarà espres- 
sa da 

(C-t-Ac)* — (C — Ac)* 

A‘+B* ” ’ 

onde (A*-t-B*)b* — 4ACc=0. 

Eliminando la b ed ordinando si ottiene 
(b*+4cx)A*4-4ABcy-l-b , B , =0 , 

22 
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onde 1’ equazione del luogo sarà 

b* b % 

(bM-4cx)ò*=4c*i/ , ovvero y*=— (x-h— ) , 

c 4c 

equazione di una parabola. 

CAPITOLO XIII. * 



DELLE CONICHE CHE SODISFANO A DATE CONDIZIONI. 

233. Essendo cinque le costanti nell' equazione di una 
conica, potendosi questa sempre dividere per uno de’ coef- 
ficienti, segue che essa sarà pienamente determinata quan- 
do le condizioni alle quali essa deve sodisfare stabiliscono 
cinque relazioni diverse tra i coefficienti. Cosi per esempio 
se la conica deve passare per un punto dato, equivale ad una 
condizione, poiché questa si esprime sostituendo nell’equa- 
zione da determinarsi in luogo delle variabili le coordina- 
te del punto dato; similmente se si vuole che la conica toc- 
chi una data retta , non si ha che una sola condizione da 
adempiere come è chiaro dal § 230. 

Se è dato il centro della conica ciò equivale a due con- 
dizioni perciocché ò manifesto che eguagliando l’ espressio- 
ni generali delle coordinate del centro a quelle del punto 
dato si hanno due relazioni tra i coefficienti ignoti dell’equa- 
zione della conica. 

In tutti gli altri casi non è difficile il vedere se le date 
condizioni sono sufficienti per la determinazione della co- 
nica. 

Ciò premesso ci faremo in questo capitolo a conside- 
rare le quistioni più principali riguardanti una conica sog- 
getta a date condizioni. 

£134. Equazione di una conica, tangente a due rette date. 

Assumendo le rette date per assi coordinati , ed espri- 
mendo con ay+bx — ab= 0, l’equazione della corda tra i 
contatti ; segue che la richiesta equazione, ponendovi y=0. 
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si dovrà ridurre a 

ac* — 2ax4-fi*==0 ; 
e ponendovi x=0, si deve avere 

y*-2by+b*=0; 



quindi si ha, eh' essa sarà della forma 

i»*a;*+Bxj/4-a , y* — 2 db*x — 2a'by+d‘b , =0 : 

ovvero 

mxy — (ay+bx — aò)'= 0 , 

ponendo 2ab — B=n»; essendo «t, ugualmente che B, una 
quantità indeterminata. 

Osserviamo che x 0 , y=0 sono l’ equazioni delle due 

rette date; quindi per due assi qualunque , indicando con 
L=0, M=0 lo, date rette, c con R=0 la corda de' con- 
tatti l’ equazione della conica prenderà la forma 

wiLM = RV 

235. Equazione della tangente alla conica 
mxy — (ay+bx — ab)*=0. 

Poniamo che l’equazione richiesta sia 

ay+bx — ab+px+qy=0. 

Combinando questa equazione con quella della curva , 
si ottiene 

mxy— (px+ qy)*= 0 ; 

questa equazione esprimerà due rette, le quali passano per 
l'origine e pei punti comuni alla retta proposta ed alla cur- 
va, quindi se questi due punti coincidono, la proposta retta 
diverrà tangente; onde si avrà 

4p*q*=(m— 2jjq)*, 
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ovvero 

m » 




Sostituendo avremo 

ip*x + fyp(ay+bx — ab)-\-my = 0 ; 

ovvero scrivendo p in luogo di 2 p 

p t x-^-2p(ay-\-bx — ab)-\-my = 0 ; 

che sarà l’equazione richiesta. 

Quindi se l’equazione della conica è sotto la forma 
mLM=R a , quella della tangente sarà 

p*L+2 J pR+mM = 0. 

236. Le infinite coniche, che toccano le rette date OA, OB J 
fig. 77 in due punti fissi A,B, incontrano una data trasver- 
sale MNF in punti in involuzione. 

In fatti dall’ equazione 

mxy— [px+qyY=Q , 



ovvero 



V* , (2 pq — m)x , 

• I • I* « 

x <1 y q 

si raccoglie, che indicando con k,k' i rapporti de’ seni degli 
angoli, che le rette espresse da questa equazione compren- 
dono con OA, OB, si ha 




Quantità indipendente da m. 

Quindi le OM, OM' (62) saranno raggi omologhi di un 
fascio in involuzione; come i punti M, M' saranno altresì 
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punti omologhi di una divisione in involuzione sulla tra- 
sversale. 

Per ottenere i raggi doppi del fascio, porremo k = k ' , 
V 

onde Jc = ±— , e però i raggi doppi saranno qy+px=0 , 

qy — px=0; i quali formano con OA, OB un fascio armo- 
nico. E infatti queste due rette OA,OB sono due raggi omo- 
loghi del fascio; perciocché esse rappresentano una delle 
infinite coniche enunciate; e quindi i punti N, N' sono due 
punti omologhi nella divisione sulla trasversale. 

Or uno de’ raggi doppi qy-4-px = 0, incontra la trasver- 
sale nel punto F, ove questa è incontrata dalla corda dei 
contatti, come si fa manifesto daU’equazioui di queste rette. 

Il punto F è quindi uno de’ punti doppi della divisione 
sulla trasversale. 

237. Mediante questo teorema possiamo costruire una co- 
nica, la quale passi per tre punti dati M , M', M" fìg. 77 , e 
tocchi due date rette OA, OB. Infatti congiungendo la MM', 
la quale incontri le date rette in N,N', determineremo i 
punti F, cioè i punti doppii del sistema in involuzione de- 
terminato dai quattro punti M, M', N, N'. Similmente con- 
giungendo M"M, si determineranno i punti F\ La corda tra 
contatti sarà la congiungente di un punto F con un punto 
F' ; onde si vede che il problema ammette quattro solu- 
zioni. 

238. Collo stesso principio possiamo costruire la conica 
che tocca tre rette date , e passi per due dati punti M , M'. 
Perciocché ciascun de’ lati del triangolo formato dalle cor- 
de de’ contatti, passa per un dato punto : ond’ è che questo 
triangolo è determinato , c quindi son dati i punti di con- 
tatto. 

239. Esibire l’equazione di una conica, tangente a tre ret- 
te L=0, M=0, N=0. 

Una qualunque conica , la quale tocca le due rette 
L=0, M=.0, è della forma 

njLM=It* ; 
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ed una tangente qualunque a questa conica essendo della 
forma 

j)*L-+-2|)R-(->nM=0 ; 

segue die , dovendo la retta N=0 esser tangente a questa 
curva, è d’ uopo che si abbia 

ji*L-t-2pIt+»nM=nN , 

essendo n un coefficiente indeterminato. 

Traendo da questa equazione il valore di R , e sosti- 
tuendolo in quella della curva si ottiene, ponendo p'—l , 

I , L*-t-m*M , -+-n , N* — 2ImLM — 2inLN — 2m»»MN=0 ; 

eh’ è 1' equazione richiesta ; nella quale entrano due quan- 
tità indeterminate. 

2-40. Congiungendo i vertici di un triangolo coi punti di 
contatto di una conica in esso iscritta , le tre congiungenti 
passano per un medesimo punto. 

Infatti, ponendo nell’ equazione della conica del nu- 
mero precedente successivamente L=D , M=0 , M=0 , 
si hanno le tre equazioni 

m»M — »N= 0 , nN— 1L=0 , IL— mM=0 , 

le quali sono le tre congiungcnti enunciate ; e dalla forma 
delle loro equazioni si vede , eli’ esse si tagliano in un me- 
desimo punte. 

Da questo teorema s’inferisce, che de’ sei segmenti 
prodotti dai contatti , il prodotto di tre di essi , i quali non 
hanno alcun estremo comune , è quanto il prodotto degli 
altri tre. E questa è la condizione perchè una conica possa 
toccare tre rette date in dati punti. 

241. Equazione di una conica, che abbia un dato centro 
x', y', e tocchi tre rette date. 

L’ equazione precedente della conica , tangente a tre 
rette L=0, M=0, N=0, si riduce all’altra 

(1 — h)*x , -t-2(a6 — la — mb — lm)xy-\-(m — ci )*</*-(- 2 ab(l — b)x 
+2ah(>»— a)y-f-a’b ,I =0 , 
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assumendo le prime due rette per assi , c supponendo che 
1’ equazione della terza sia ay+bx — ab= 0 ; e di più scri- 
vendo l, e hi in luogo di - , e — • 

« n 

Calcolando le coordinate del centro si ha 



x = 



i-nhftn — a) 
'ai+òm — ab ’ 

Quindi otterremo 

2 abx' 



\ab(l — b) 
ai+ùm — ab 



m — a=~ 



2aj/'-t-2òx ' — ab ’ 



l—bz 



2aby' 



2ai/'-+-2òx ' — ab 



Sostituendo questi valori nell’ equazione della curva , 
e ponendo 2at/'-i-2 bx' — ah=P, si ottiene ' 

2 / r, x*-f-(P — 2x'y')xy-\-x' % y* — Vy'x — Px'j/+JP'= 0 : 
eh’ è 1’ equazione richiesta. 

242. Si può derivare da questa equazione una costruzio- 
ne assai semplice de' punti di contatto. 

Infatti sia ABC fig. 78, il triangolo proposto, e K il da- 
to centro. Supposto che AB, AC sieno gli assi, per ottenere 
il punto di contatto con AB, è d'uopo porre y=0,onde s i ha 



x: 



ay'+bx r — \ab 



Or se congiungiamo C' , medio di AB , con K , finché 
incontra la B'A', che congiunge i punti B', A', medi degli 
altri lati , si ha che l’ascissa del punto d’incontro L sarà 
espressa da 

1 ay'-\-bx' — - t ab 

2 y ; 

ch’è metà dell’ascissa del contatto : onde congiunta la CL , 
e prolungata in H, sarà questo il punto di contatto. 
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243. Osserviamo, che la condizione perchè la conica pre- 
cedente sia tangente ad una quarta retta a'y'+b'x' — a'l/=0, 
sarà 

2ay'-t-2bx' — àb=2a'y'+2b'x' — a'b' ; 



ovvero 



(et — a')y'-+-(b — b')x'= , 

cioè che le coordinate del centro debbono sodisfare l’equa- 
zione della retta che passa pe’ punti medii delle diagonali 
del quadrilatero (125). Quindi raccogliamo, che il luogo de' 
. centri delle coniche iscritte in un quadrilatero , è la retta 
che passa pe' punti medi delle diagonali. 

244. Equazione della conica circoscritta ad un dato trian- 
golo. 

Indicando con L=0 , M=0 , N=0 , l’ equazioni dei 
tre lati del triangolo dato , quella della conica richiesta , 
sarà della forma 

!MN-f-»nLN-f-nLM=0 ; 

perciocché è chiaro , che questa equazione è sodisfatta da 
ciascun vertice del triangolo. 

245. Equazioni delle tangenti, condotte pei vertici di un 
triangolo, alla conica a questa circoscritta. 

Una retta qualunque, che passa pel vertice M=0,N=0, 
vien espressa dall’equazione pM-+-N=0 : ed i punti comuni 
a questa retta ed alla conica circoscritta sono determi- 
nali dal sistema delle due equazioni 

pM+N=0, M [pM — L]=0 : 

le quali daranno un medesimo punto M=0 , N=0 , se si 

H 

pone n=»tp, o p = — ; quindi la tangente al punto M=0, 
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N=0, sarà 

«M-)-jnM=0. 

Similmente le tangenti condotte per gli altri vertici , 
saranno rispettivamente 

ZM-f- mL—Q, 

ZN + nL=0. 

I punti d' incontro di ciascuna di queste tangenti col 



lato opposto, sono dati dalle 


equazioni 


L = 0, 


nM-f-»nN=0 , 


M— 0 , 


ZN-f- nL=0 , 


N=0, 


tnL -f- ZM=0. 



Si vede, che questi punti sono allogati sulla retta 



* L M N 

h- =0. 

I m n 

246. Equazione della conica circoscritta ad un quadri- 
latero. 

Indicando con #=0 , a'=0 , 1’ equazioni di due lati op- 
posti del dato quadrilatero , e con 0=0 , £'=0 , 1’ equazioni 
degli altri due lati, segue evidentemente, che 1* equazione 

-à0jS'= 0 , 

nella quale k esprime un. coefGciente arbitrario , sarà l’e- 
quazione richiesta. 

247. L’ equazione precedente è un caso particolare del- 
I’ altra S-4-feS'=0 , la quale , se £t=0 , e S'=0 esprimono 
due coniche, rappresenterà una terza conica, che passa pe’ 
punti comuni alle prime due. 

Se una delle due coniche S, eS' esprimesse il siste- 
ma di due linee rette *=0 , *'=0 , allora 1’ equazione 
fc**'-f-S'=0 , esprimerà una conica la quale ha per corde 
comuni con S'=0, le rette a=0, *'=0. 

23 
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Se queste due rette coincidono, sicché l’equazione pre- 
cedente si riduce alla forma S'=0 , allora quest’ ulti- 
ma equazione esprimerà una conica, la quale ha un doppio 
contatto con S'=0 , essendo «=0 , la corda dei contatti; 
perciocché coincidendo la retta *=0 , coll’ altra *'=0 , se- 
gue che i punti comuni ad *=0 , ed S=0 , coincidono coi 
punti comuni ad *'=0, ed S=0. 

Quindi se si hanno le tre coniche 

S=0, S-f-fc**=0, S-|-kV’=0, 

si ha, che le ultime due hanno ciascuna un doppio contatto 
colla prima. Or le corde tra i contatti essendo •=(), «'=0, 
e quelle che passano po’ punti comuni alle ultime due co- 
niche, essendo 

*+ a '\/ k k= 0 - “—:/r =0 ’ 

« 

segue, che le corde tra i contatti , c quelle tra i punti d’ in- 
contro, formeranno un fascio armonico (119). 

Da ciò deriva che se ciascuna delle due coniche S-)-/;**=0, 
e S-(-fcV*=0 , rappresenta il sistema di due rette , esse 
formeranno un quadrilatero circoscritto alla conica S=0 , 
e le diagonali di questo quadrilatero , passando pel punto 
comune alle corde de’ contatti , formano con queste un fa- 
scio armonico. 

248. Le polari di un punto x' y' prese rispetto alle C07ii- 
che circoscritte ad un dato quadi'ilatcro ADA'B', passano 
tutte per un punto fisso. 

Prendendo 1’ equazione della polare del punto x'y' ri- 
spetto alla conica circoscritta , si ha che questa equazione 
conterrà la quantità indeterminata k al primo grado , e 
quindi esprimerà una retta, che passa per un punto fìsso , 
qualunque sia il valore di k , cioè qualunque sia la conica 
eh’ è circoscritta al quadrilatero. 

Osserviamo, che tra tutte le coniche circoscritte al da- 
to quadrilatero ADA'B/ fig. 79 , sono compresi i tre sistemi 
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di rette AH c A'B', AB' e A'B, AA' e BB' ; quindi le polari 
del dato punto x'y' rispetto agli angoli E, F, 0, s'incontra- 
no tutte in un medesimo punto, eli’ è il punto enunciato. 

249. Se il punto dato stesse all’ intanilo in una data dire- 
zione, le polari sarebbero i diametri conjugali alla data di- 
rezione , c però tutti questi diametri si incontrano in un 
punto. 

250. Osserviamo inoltre , che la polare di uno dei punti 
0, E, F è la retta , che congiunge gli altri due punti , qua- 
lunque sia la conica circoscritta al quadrilatero. 

Infatti la polare del punto 0 dovendo passare pel pun- 
to comune alla polare di questo punto rispetto agli angoli 
E ed F, e queste essendo la stessa EF, segue eh’ essa sarà 
la polare di 0. 

Nello stesso modo si dimostra , che le polari di E , ed 
F sono le OF, OE. . 

251. Mediante il teorema precedente , si può colla sola 
riga costruire la polare di un punto , rispetto ad una coni- 
ca, e quindi le tangenti, che partono dal punto dato. 

Infatti condotte comunque dal dato punto E alla conica 
le due secanti EBA, EA'B'; congiungendo le AA', BB', e le 
Ali', A'B, si avrà che la OF sarà la polare richiesta. 

252. 1 punti tic' quali le coniglie circoscritte ad un qua- 
drilatero tagliano una trasversale qualunque , sono in invo- 
luzione. 

Assumendo la data trasversale per asse delle ordina- 
te , supposto che 1’ equazione di due lati opposti siano 

y-i-ax-i-b=0 , y-t-a'x-l-h^O, 

e quelle degli altri 

y+xc + P — O , y + a'-r-H 3 — 0, 

e ponendo nell’ equazione della conica x=0, si otterrà l’e- 
quazione, la quale dà le ordinate de’ punti d'inserzione, ed 
il prodotto di queste ordinale, cioè delle distanze tra 1’ ori- 
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ginc ed i punti d'incontro, sarà espresso dalia quantità 

w+w 
. 1-f-fc 

Or se scegliamo l'origine per modo , che sia bb'=fy' , 
questo prodotto sarà indipendente da k e quindi sarà co- 
stante per qualunque conica circoscritta, e però i punti co- 
muni colla trasversale formano un involuzione. 

253. Da questo teorema si raccoglie una soluzione assai 
semplice per costruire una conica la quale passando per 
quattro punti, tocchi una data retta. Perciocché il punto di 
contatto sarà uno de’ punti doppi di un dato sistema di punti 
in involuzione, determinalo dalle intersezioni de’ lati oppo- 
sti del quadrilatero dato , colla data retta. Essendo in gene- 
rale due i punti doppi, segue che il problema ammette due 
soluzioni. 

254. Dallo stesso teorema si trae altresì, che menando in 
una parabola per un punto fisso 0 fig. 80 due corde qualun- 
que AjV, BB\ ed il diametro OM; congiungendo le AB', A'B' 
sarà OM*=MaxM6; perciocché avendo il punto M il suo 
omologo all’infinito, è centro del sistema, ed 0 è un punto 
doppio. 

255. Se si congiunga un punto qualunque di una conica coi 

; vertici di un quadrilatero iscritto , il rapporto anarmonico 
del fascio è costante. m 

Siano A, B, C, D fig. 81 i vertici del quadrilatero, F uno 
dei fuochi, e PQ la direttrice. Si congiungano questi punti 
col fuoco, e con un qualunque punto M della curva: si pro- 
lungano queste seconde congiungenti finché incontrano la 
direttrice, ne’ punti a, b, c, d; e questi si congiungauo col 
fuoco. Ciò posto; esprimiamo col simbolo (M, ABCD), il fa- 
scio che ha per centro M, e per raggi, MA, MB, MC, MD, si 
ha che (M, ABCD), e (M, abed) sono omografici , ma questo è 
omografico all’ altro (F, abed) , quindi saranno omografici i 
dué fasci (M, ABCD), (F, abed). Or si ha che «FM= j MFA' , 
c hFM = jMFB', (211) onde aF6=^AFB. Similmente si di- 
mostra, che gli angoli hFc, cFci sono rispettivamente metà 
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degli angoli BFC, CFD: ma questi angoli sono costanti quin- 
di lo saranno -ancora i primi , c però sarà costante, il rap- 
porto inarmonico del fascio (F, abcd), e quindi dell'altro 
(M, ABCD). 

256. Trovare il luogo del vertice V fig. 82 di un triangolo, 
i cui lati passano per tre punti fìssi A, B, C, ed i vertici a, b 
degli angoli alla base scorrono sopra due rette fisse Oa , Ob. 

Supposto costruiti quattro triangoli aXb, si ha eh' es- 
sendo omografiche le due rette Oa, Ob, saranno ancora omo- 
grafici i due fasci in V, e in B, onde pel teorema preceden- 
te la conica che passa per i cinque punti A, B, V, V', V" 
dovrà passare per V"', e però si vede che il luogo richiesto 
è una conica la quale passa per A, c B. 

257. Due angoli di costante grandezza APV, AQV fig. 83, 
girano intorno ai loro vertici fìssi l'uno in P , e l’altro in Q; 
le inserzioni A di un lato del primo angolo con un lato del 
secondo si allogano sopra una retta fissa AA' si domanda il 
luogo delle intersezioni V degli altri due lati. 

Costruendo quattro angoli P, e quattro angoli Q, si 
ha che saranno omografici i due fasci ( P, VV'V"V'" ) , 
(Q, VV'V"V'"), perciocché ad ogni raggio PV, corrisponde 
un solo raggio QV e viceversa. Quindi se supponiamo, che 
una conica passi pei cinque punti P, Q, V, V' V", essa dovrà 
passare per V"', e quindi il luogo richiesto è una conica 
che passa pe’ punti P, Q. 

258. Dalla forma dell’equazione della conica circoscritta 
ad un quadrilatero si raccoglie il teorema di Pascal, che i 
lati opposti di un esagono iscritto in una conica, s 'incontra- 
vi una linea retta. 

Infatti esprimiamo per brevità con a=0, a'=0 l’ equa- 
zioni di due lati opposti dell’ esagono, con l> = 0, b'= 0, e 
c=0, c'=0 quelle delle altre due coppie di lati opposti. Me- 
nando la diagonale per due vertici opposti ac', a'c, ed espri- 
mendo con <i— 0 la sua equazione, si ha che l'equazione 
(^ella conica, può prendere le due forme bd=kac,b l d±=k'a'c': 
dovendo essere identiche queste due equazioni, segue che 
sottraendo 1' una dall' altra si avrà una idculilà , cioè 
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d(b — b')z=kac — k'a'c'. Or poiché il primo membro rappre- 
senta il sistema di due linee rette, cioè della diagonole d= 0, 
e della retta b — ó'=0, la quale rappresenta una relki, che 
passa pel punto d' incontro de’ due lati ó=0 b'= 0, segue che 
anche il secondo membro dovrà rappresentare il sistema 
delle stesse rette , cioè quella che congiunge il vertice oc', 
coll’altro a'c, e ch’è la stessa d, e l’altra che congiunge aa', 
con cc' , e che perciò dev’ essere identica a b — b' , ma que- 
sta passa per bb', onde i tre punti aa' , bb', cc' stanno per 
dritto. 

La precedente dimostrazione è indipendente della for- 
ma dell’esagono iscritto, il quale comunque possa avere 
degli angoli rientranti, il teorema ha sempre luogo. 

259. Mediante questo teorema possiamo costruire tanti 
punti quanti vogliamo di una conica, che deve passare per 
cinque punti dati. Infatti siano fig. 84 A,B,C,D,E i punti 
dati, condotte le AB, DE e prolungale finché s’incontrino 
in P; si meni per questo punto una retta ad arbitrio PQR. 
Condotta la BC, e prolungata in Q, si congiunga la QE , la 
quale incontri in F la congiungente il punto A col punto R, 
cioè dove la CD incontra la PQ; il punto F sarà un punto 
della conica. 

200. Ma volendo costruire la conica, che dee passare per 
cinque punti dati, noi potremo determinare i punti ove essa 
incontra una data retta qualunque , osservando che se i 
punti di una conica si congiungono con due punti fissi presi 
sulla curva, le congiungenti produrranno sopra una data 
retta dei punti omografici, ed i punti doppi saranno i punti 
comuni alla retta ed alla curva. Or siano A,B,C,D,E i punti 
dati pe’ quali dee passare la curva, ed MN la retta data con- 
giungendo i plinti C,D,E, coi punti A,B, si otterranno tre 
coppie di punti omologhi sulla data retta MN, quindi sarà 
determinata la divisione omografica, e quindi i punti dóppi. 
Se la retta passa per uno de’ punti dati, sarà questo uno dei 
punti doppi, e quindi si potrà determinare il secondo, aven- 
dosi due sole coppie’ di punti omologhi (43). Si vede che av- 
valendosi di questo principio possiamo determinare delle 
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corde parallele, e quindi il centro della curva, e due diame- 
tri coniugati. 

261. Dal teorema di Pascal si deduce l’altro, che se un 
esagono c circoscritto ad una coniai, le tre diagonali si ta- 
gliano in un sol punto. 

Infatti sia MNPQRS fig. 85 l’ esagono circoscritto, con- 
giungendo i punti di contatto , si avrà l'esagono iscritto 
ABCDEF. Or essendo S e P i poli AF, e DC, segue che il polo 
di SP sarà il punto L, ove s’incontrano le AF,DC. Similmente 
si dimostra che i punti H, e K, ove s’incontrano rispettiva- 
mente le AB, ED, e le BC, FE saranno i poli di MQ, e NR; or 
poiché i punti L, II, K, stanno per dritto, segue che le tre 
diagonali SP,MQ,NR si debbono incontrare in un sol punto. 

Se uno de’ lati EF dell’esagono iscritto divenisse infi- 
nitamente piccolo, esso prenderebbe la direzione della tan- 
gente applicata alla curva nel punto EF, e questa tangente 
passerebbe pel punto K. Quindi quando si conoscono cinque 
punti di una conica, possiamo a questi punti costruire le 
tangenti, per mezzo della precedente osservazione. 

Nel caso che consideriamo, le due tangenti applicate ai 
punti E, F si confonderebbero in una sola, e quindi la NR 
diverrà la retta che congiunge il punto N col punto di con- 
tatto del lato opposto. 

Quindi si vede come possiamo costruire i punti di con- 
tatto di una conica, la quale debba toccare i lati di un pen- 
tagono. 

262. Sia ABCDEF fig. 86 un esagono iscritto in una conica, 
• KK' la retta che passa pei punti comuni de' lati opposti, ed 

H un punto qualunque della curva , dico che i due fasci 
(H.KACE); (H,KDFD) sono omografici. 

Infatti congiunta la APD, segue che il rapporto anar- 
monico de’ punti K,P,N,L misurali rapporto anarmonico dei 
due fasci (D.KACE), e (A,KDFB), quindi si ha il teorema 
enunciato. 

263. In una data conica iscrivere un poligono, i ad lati 
passino per putiti dati. 

Prendendo un punto qualunque a sulla curva per ver- 
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lice di un poligono aperto ed iscritto, i cui lati passano pei 
punti dati, si avrà che il punto z ove l'ultimo lato incontra 
la curva nou coinciderà ingenerale con a. 

Però, poiché a ciascun punto a non corrisponde, che 
sol punto z, segue che congiungendo un punto qualunque M 
della curva con quattro punti a, e con gli omologhi z si 
avranno due fasci omografici. E chiaro che i raggi doppii in 
questi due fasci segneranno sulla curva i punti ove i punti 
a coincidono coi punti z. 

Or se prendendo tre punti ad arbitrio a,a',a" sulla curva, 
si costruiscano gli omologhi z,z',z", indi iscriviamo un 
esagono congiungendo a con z", z", con a' , a' con z, z con 
a", a" con z, e finalmente z' con a si avrà pel teoroma pre- 
cedente, che i punti K ove la retta che passa pe’ punti co- 
muni ai lati opposti dell'esagono incontra la curva, saranno 
i punti richiesti. 

264. Trovare il luogo de' centrùdelle coniche circoscritte ad 
un dato, quadrilatero fig. 79 ABA'B', 

Prendendo per maggiore semplicità le diagonali AA',BB, 
per assi , e ponendo OA'=a, OA'—a', OB = b, OB'=6" 
l'equazione della conica circoscritta sarà 

bb'x*-\-kxy-\-aa'y* — bb'(a-t-a')x — aa'(b+b')y-}-aa'bb'=0. 

Le coordinale del centro di questa conica sono date 
dalle due equazioni 

2bb'x-hky — hò'(a + a')=0 , laa'y + kx — aa'(b+b')—Q. 

Eliminando la k, si avrà il luogo richiesto, e si otterrà 

%bb'x*— 2aa' bb'(a-\-a')x+aa'(b-\-b')y = 0 ; 

eh’ è una conica la quale passa pe’ punti d’incontro de’ tre 
sistemi di rette che passano pei vertici del quadrilatero , e 
pe’ punti medii di queste rette. Inoltre osserviamo , che 
mancando 1’ equazione del termine con xy, segue che le 
diagonali sono parallele a due diametri conjugali. Inoltre si 
vede, che il centro è il punto medio della retta, che con- 
giunge i punti medii delle diagonali. 
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2Cì5. Equazione delia conica, iscritta in un dato quadri- 
latero. 

Sia ABA'D' fig. 79, il quadrilatero dato; prendiamo per 
assi le diagonali AA', BB', e poniamo AO=a , OB = l> , 
OA '——a', UB '=— h'. 

Poiché lo corde tra i contatti debbono passare per 0, e 
formare con OA, OB un fascio armonico, segue, che se 
esprimiamo con y — px=0, una di queste corde, l’altra sarà 
y+px—O. 

Or l’equazione della conica, che tocca i lati AB, A'B', 
ed ha per corda de’ contatti y — px=z 0, essendo 

(ay-\-bx — ab)(a' y+b' x+a'b') — k(y—px )*= 0 ; 

e quella, che toccando gli altri due lati AB', A'B, ha per 
corda de’ contatti y+]ix=0, essendo 

(ay — b'x-{-ab')(a'y — bx —a'b) — k'(y-\-px)*=‘) ; 

segue che rendendo identiche queste due equazioni, si ot- 
terrà 1’ equazione richiesta. 

Or per l’ identità è d’uopo che sia k=k'; quindi sot- 
traendo queste equazioni l’una deU’allra, e ponendo AA '=d, 
BB'=d', si ottiene 




Quindi sommando le precedenti equazioni, ed indican- 
do con »=0, *'=0 l’equazioni di AB, A'B', e con p = 0 , 
fi'=0 quelle di AB', A'B, si otterrà per equazione della co- 
nica richiesta. 

**'-4-63 

P x + 2 jjfipP + J/ = °* 

266. Se una conica è iscritta in un quadrilatero, ciascuna 
diagonale è la polare del punto d' incontro delle altre due. 

Infatti la polare dell’origine O, che è uno degli incon- 
tri delle diagonali è in generale Dx+Ey -4-2F = 0 ; sosli- 
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tuendovi i valori per D, E, ed F presi dall'equazione prece- 

( 1 1 \ 

| — — li/ = 2, cli’è l’equazione 

della terza diagonale. Similmente si dimostra per gli altri 
punti, assumendoli per origine delle coordinate. 

267. Questo teorema ci mena alla soluzione del problema 
di costruire una conica, la quale passi per un punto dato, e 
tocchi i lati di un quadrilatero. Infatti sia M il punto dato, 
Cg. 79 ed ABA'B' il dato quadrilatero; congiunta la MO, si 
proluuglii finché incontri la EF in H, il punto M' conjugato 
armonico di M per rispetto ai punti 0,11, sarà un punto della 
curva. Cosi si potranno ottenere altri due punti, e la qui- 
stione è ridotta a quella del § 245. 

268. Se una conica è tangente a quattro rette, una quinta 
tangente incontra le prime in quattro punti, il cui rapporto 
anarmonico è costante. 

Infatti siano A, B, C, D fig. 87 i punti di contatto delle 
qualtro rette proposte: menando una quinta tangente PS, sia 
M il punto di contatto, e P,Q,It,S i punti dove essa incontra 
le prime quattro tangenti. Congiungendo il fuoco F con P, 
M, Q si ha che l'angolo PFQ è costante, qualunque sia la 
tangente PS, perciocché esso è metà dell’angolo AFB: si- 
milmente si dimostra per gli altri angoli, onde è costante 
il rapporto anarmonico del fascio (F.PQRS); e quindi i quat- 
tro punti P,Q,R,S, hanno un rapporto anarmonico costante. 

269. Se L=0, M=0, N=0 esprimono i equazioni di tre li- 
nee rette, l'equazione — R*=0, esprimerà l'equazione 

di una conica, rispetto alla quale ciascuna delle tre rette pro- 
poste è la polare del punto d ' incontro delle altre due. 

Infatti l'equazione precedente può prendere una delle 
tre forme 

L*= (R + M)(R — M) , M*= (R + L)(R — L) , 

R*=(L-hMl/— 1XL— Mi/— 1). 

La forma di queste equazioni dimostra il teorama enun- 
ciato. Solo osserveremo, che la terza delle tre equazioni pre- 



, . , /I 1\ 

dente, si ha I ; 1 

\« « / 
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cedenti dimostra, clic le rette immaginarie L-t-Mj/ — 1=0, 
L — M^/ — 1=0, sono tangenti alla curva, ed R=0 è la corda 
de'contatli; quindi il punto (L=0M=0) ove s'incontrano 
le due tangenti immaginarie è il polo di R==0, e sta alloga- 
to entro la curva; dacché sono immaginarie le tangenti con- 
dotte de esso alla conica. 

‘270. Se pel fuoco di una conica si conducono due assi 
perpendicolari, e si esprime con *=0, l’equazione della di- 
rettrice, poiché le distanze di ciascun punto della curva dal 
fuoco e dalla direttrice stanno in un rapporto costante, se- 
gue che l'equazione della curva rispetto a questi assi sarà 
della forma come l’equazione discussa nel nu- 

mero precedente. Da questa equazione quindi si vede , che 
il fuoco è il polo della direttrice, e che la polare di un punto 
preso sulla direttrice è pcrpeudicolare alla retta, che con- 
giunge il punto col fuoco; perciocché questo punto può sup- 
porsi essere il punto comune all' asse delle x ed alla diret- 
trice, e quindi la sua polare è 1' asse delle y. 

CAPITOLO XIV. 



SISTEMA DI DUE CONICHE SOPRA DI UN PIANO. 



271. Due figure si dice che sono simili e similmente poste, 
ovvero omotetiche, se menando da un punto 0 de’ raggi alla 
prima, questi siano proporzionali ai raggi ad essi sispetti- 
vanientc paralleli, che si menano da un secondo punto o 
alla seconda figura 

Se per duè figure date esistono due punti 0, o i quali 
sodisfano la cennala condizione, io dico che ve ne sono altri 
infiniti. Perciocché preso un punto ad arbitrio C, e menan- 
do la oc parallelamente ad OC, e tagliandone una porzione 
oc 

oc, sicché si abbia — uguale al rapporto di due raggi vet- 

U(j 



tori paralleli OP, op, i punti C, c sodisfano alla stessa con- 
dizione che i punti 0, o. 
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In falli pe' triangoli simili OPC, opc, si Ita- che i due 
raggi PC, jic, sono paralleli, e stanno nel rapporto di OP ad 
op. Similmente si dimostra per altri due qualunque raggi 
paralleli, condotti per C, e c. 

Se due coniche sono omotetiche tutti i diametri del- 
l' una sono proporzionali ai diametri paralleli dell’altra, 
perciocché i rettangoli OP.OQ, e op.oq sono proporzionali 
quadrati de’ diametri paralleli (191). 

972. Condizioni perché due coìiiclie siano omotetiche. 

Siano le due coniche 

A a;*q-B xy 4- C j/M-D i-fEi/ + F=0, 

A V+ IJ'xy + C'j/*+D'ar+ E'y -+qF = 0. 

Indicando con S, e S' due semidiametri paralleli, si ha 

j,, A Ai*+2A-cos»+l 

— ~ il*— 4AC ‘ Ck*+lik+A ’ 

A' fc*-+-2/,cos«H-l 

B‘ — 4AC ‘ Cr+B'/i+A' ' 

t 

Affinchè il rapporto tra questi diametri sia costante, 6 
d’uopo che esso sia iudipendente da li quindi si ha la con- 
dizione 

A _ B _ C 
A' Ti 7 tT 

Quindi due coniche sono omotetiche, se i coefficienti 
dei termini di 2.° grado sono proporzionali. 

Da questa condizione segue altresì, che gli assi di due 
coniche omotetiche debbono essere paralleli, perchè l’equa- 
zione, che ne determina la posizione (173) resta la stessa 
tanto per l’una, come per l’altra conica ; e quindi saranno 
proporzionali. 

Similmente si dimostra, che se le due coniche sono due 
iperboli, gli asintoti debbono essere paralleli. 
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27H. Tulle le parabole sono omotetiche, se gli assi sono pa- 
ralleli, e dirclli nello stesso senso. 

Infatti menando po’ fuochi due raggi paralleli, ?, f\ ed 
indicando con * l'angolo che essi fanno coll’asse, e con ni, 
tu' le quarte parti de’ parametri, si ha (85) 

2 ni , '1„>' 

i — COS* 1 — cosa 

quindi è costante il rapporto di questi raggi. 

274. Se due coniche hanno gli assi proporzionali , senza 
essere paralleli , esse saranno simili, ma non similmente 
disposte. 

Per esprimere questa condizione, osserviamo «he l’e- 
quazioui , le quali datino i quadrati de’ semiassi nelle «lue 
curve debbono essere tali, che moltiplicando lo radici ili una 
di esse per un coefficiente ni, le due equazioni possano di- 
venire identiche, quindi si Ita 

»iti(A-t-C — Il cos») a*(A'-t-C' — lì'cos») 

(D*— 4AC) 1 “ (i;'*— 'iA'C',1* ’ 

(R* — 4AC)’ a" 

ni m ^ ~ ( li'»— 4 A' C')’ ’ 

Eliminando la in si ottiene la richiesta condizione, cioè 

(A 4- C— B cos vj» _ (A '-4- C'— B'cos v)* 

IT— 4 AC — 11"— iA'C' 

Se gli assi coordinati sono ortogonali, la precedente 
condizione si riduce all'altra 



(A+C)* (A'+C'l» 

11*— 4AC~ II"— 4A'C'‘ 
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DEI DIAMETRI CONIUGATI PARALLELI. 

275. Se due coniche sono concentriche, è facile vedere 
clic loro tangenti comuni formano un parallelogrammo cir- 
coscritto alle due coniche, ond'è che le diagonali di questo 
parallelogrammo saranno due diametri coniugali comuni ad 
amendue le coniche. 

Se due coniche non sono concentriche , menando in 
una di esse un diametro qualunque; costruiremo sopra di 
questo una conica omotetica all'altra conica proposta, e le 
diagonali del parallelogrammo circoscritto a queste due co- 
niche daranno la direzione de' diametri conjugati paralleli 
nelle coniche date. 

276 Quindi la determinazione de’ diametri conjugati pa- 
ralleli, si riduce a quella di condurre una tangente comune 
a due coniche concentriche. Or supposto che siano OM,ON 
fig. 88 le due coniche ed NMP la tangente comune, OA un 
diametro comune, ed OR, OS, i diametri conjugati di OA 
nelle due coniche, segue che ML, NL ordinate de’ contatti 
parallele ad OR, OS, si debbono incontrare nello stesso 
punto L di OA, perciocché il punto L dev’essere il conjuga- 
to armonico di P rispetto ai punti A, A'. Ciò posto essendo 
OA, OR due diametri conjugati, sarà 

MlT=— • AL . LA' , e NL*=^- • AL . LA' , 

UT ‘ OA 

quindi 

ML: NL = RO: OS ; 

onde i due triangoli ROS, MLN saranno simili, e similmen- 
te posti, e quindi la langenlè comune MN sarà parallela alla 
RS; onde resta cosi determinata; essendo cosa agevole il 
costruire la RS, senza descrivere la conica OM. 

Determinala così una delle tangenti comuni MN, potre- 
mo determinare l’altro diametro comune RB', osservando 
che questo incontra la MN in un punto H , conjugato armo- 
nico di P rispetto ai punti M, N. Infatti indicando con S ed 
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S' i semidiametri in fpiesle due coniche A 'MA, A'NA paral- 
leli ad MN, si avrà 

HM*:HB'.HB=S*:OB* , e HN*:HB'.HB=S' , :OÌT , 

onde sarà IIM : 1IN = S : S' : similmente si dimostra, che 
PM : PN = S : S', quindi si ha HM : HN=PM : PN.C.B.D. 

Determinata cosi la posizione di BB', si otterrà come 
precedentemente, un altra tangente comune non paralle- 
la ad MN. 

277. Se una delle coniche sia una parabola, è chiaro che 
per determinare i diametri conjugati paralleli, basterà nella 
conica centrale assegnerà il diametro conjugato a quello , 
eh’ è parallelo ai diametri della parabola proposta. 

278. Se le Coniche proposte sono amendue parabole, se 
esse hanno i diametri paralleli, ammetteranno un numero 
infinito di diametri conjugati paralleli, essendo le due figu- 
re omotetiche. Nel caso che i diametri non siano paralleli, 
esse non ammetteranno diametri conjugati paralleli. 

INTERSEZIONE DI DUE CONICHE. 

279. Indicando con S = 0, S'=0 l’equazione di due coni- 
che, una conica qualunque che passa pe’ punti comuni a 
queste, sarà data dall’equazione S+fcS'=0, essendo k una 
quantità indeterminata. Tra queste coniche sono compresi i 
tre sistemi di corde comuni, e per determinarle, è d’ uopo 
che il valore di k annulli il discriminante della precedente 
equazione. Or il discriminante essendo una funzione di 3.° 
grado tra i coefficienti dell’equazione , segue che il valore 
di k sarà dato da un equazione di 3.° grado Determinate 
cosi le corde comuni, le intersezioni di due di queste con 
una delle coniche date, saranno i punti richiesti. 

280. Uno de' sistemi di corde comuni è sempre reale, co- 
munque le due coniche non abbiano alcun punto comune 
reale. 

Infatti osserviamo, clic un valore reale di k ci darà due 



Digitized by Google 




— 192 — 



corde reali, se si lia la condizione 9*- -5AC>0 (13H). Or 
rapportando lo due coniche a due assi coordinati ; che ab- 
biano la stessa direzione de* diametri conjugati paralleli, 
1' equazioni delle due coniche mancheranno de’ termini con 
scij, quindi eliminando tra esse la x* , e la j/*, si otterranno 
due equazioni della forma , 

Az'+D'x+E'y+F^O , 

Cy-f-Dx + E>/ + F=0. 

le quali rappresentano le due parabole, che passano pei 
punti comuni alle coniche date. 

Quindi si ha 

Ax , +kCy+(D4-AD')x+(E+&E')»/+(F-f-AF')=0, 
onde la k sarà data dall’equazione 

A(E-J-kE')*+AC'(D-|-fcD')* — 3fcAC'(F +-AF')=0 , 



ovvero 



A’-f-ccc.-l- 



A. 

C' 




Or potendo supporre A, e C' positivi, segue che questa 
equazione avrà una radice reale negativa, c quindi la quan- 
tità C* — 4AC, che nel nostro caso si riduce a — kAC, sarà 
positiva, onde il valore reale di k ci darà due corde reali, 
comunque le curve possano non incontrarsi in punti reali. 

Se le curve proposte sono due parabole ha luogo lo 
stesso teorema, perciocché assumendo per assi coordinati, 
gli assi delle curve, le loro equazioni saranno della forma 
precedente. 

281. Condizione perchè due coniche s’ incontrino in quat- 
tro punti allogati sopra una circonferenza. 

È chiaro che per ottenere la condizione richiesta é 
d’nopo determinare il valore di k nell’equazione S-p/;S'=0, 
colla condizione che questa equazione esprima un cerchio. 
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Quindi sostituendo i valori ai simboli, si ha indicando con « 
Tarinolo degli assi , 

A + A'k=C-4-C7e, e B + B7c=2{A + A'*)cos®. 

Eliminando la k si ottiene 1’ equazione richiesta 

A — C B — 2A cos ® 

A' — C'~B' — 2A'cos« 



Se gli assi coordinati sono rettangolari, si ha semplice- 
mente 

La quale esprime che le due coniche debbono aver gli 
assi paralleli (173). 

A — G B 

A' — C' B' 



282. Condizione perchè due coniche si seghino in tre punti. 

Perchè due coniche si seghino in tre punti è d' uopo, 
che uno de’ punti comuni stia all’ infinito. Or poiché nelle 
coniche i punti all’infinito sono determinati uguagliando a 
zero i termini di secondo grado, segue che la condizione ri- 
chiesta si otterrà ricercando quando queste due equazioni, 
ammettono una radice comune; quindi la condizione richie- 
sta sarà 



A 0 A' 0 
BAU' A' 
CBC' B' 
0 C 0 C' 




283. Supponendo essere fig. 89 Ox, Oy due tangenti comu- 
ni a due coniche PQ, RS, se dal punto 0 si menino delle se- 
canti, OMN, sarà il rapporto anarmonico di quattro punti M, 
uguale a quello de' punti corrispondenti N. 

Infatti l’equazione della conica PQ sia 

m*xy — (ay-\-bx — ah)*= 0 , 
ed y=px 

25 
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l'equazione ili una secante OM, si avrà che 
m'p'x* — (ay+bx — ha* , ovvero mpx — ay — l»x+ah=0 , 

e mpx+ay+bx — ab=0, saranno l' equazioni delle rette 

• 

QM, QM'; quindi si avrà OII=- Similmente si avrà 

b — mp 

supponendo essere m'xy — (a'y+b'x — a'h')’= 0, l’equazione 
dell’altra conica 



011 = 



a'b' 



b' — m'p 






onde eliminando lap tra queste due equazioni si ottiene 
(6— b')0II . OlI' + a'ò'OII — ahOII'=0 ; 



la quale equazione dimostra, che i punti 11, li' sono omogra- 
fici, onde si fa manifesto il teorema enunciato. 

Se il punto Q combaciasse con S, si vede che le OH, 
OH' starebbero nel rapporto costante, di OP ad OR,, 

‘284. Nell'ipotesi precedente, conducendo due secanti OM,OL, 
le ML, MK, cioè le corde che congiungono due punti corri- 
spondenti, s'incontrano sopra una secante comune delle due 
coniche. 

Infatti sia ay+bx — ab+py+qx=SÌ , l’ equazione della 
corda ML, si avrà che l’equazione mxy — (py+qx)*— 0, rap- 
presenterà le due rette OM, OL; quindi combinando questa 
equazione con quella dell’ altra conica si avrà m'(py+qx )* — 
tn(a'y+b'x — a'b')*— 0; la quale equazione rappresenterà 
due corde comuni alla seconda conica, ed alle due secanti. 
Ponendo in luogo di py+qx il valore tratto dall’equazione di 
ML, si avrà m'(ay+bx — ah)* — -mlay+b'x — a'b'*= 0, che rap- 
presenta due corde comuni alle due coniche proposte. 
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CAPITOLO XV. 



COSTRUZIONE DELLE RADICI DELLE EQUAZIONI 
DI 3° e 4° GRADO. 



285. Supponiamo in primo luogo un equazione di 4° grado 
mancante di 2° termine, e sia 



x*-)- p x*-|- qx -(-•'= 0, 



Potendosi riguardare questa equazione come la risul- 
tante delle due equazioni 

x * — my = 0 

ni*;/* -bpmy+qx+r= 0 , 

segue che costruendo i luoghi espressi da queste equazioni 
le ascisse de’ punti comuni saranno le radici dell' equazione 
proposta. 

Alla parabola espressa dalla seconda equazione, potre- 
mo sostituire una circonferenza, la quale si ottiene, som- 
mando le due precedenti equazioni, dopo aver moltiplicata 
la prima per m", onde si avrà 






— m <1 r 

1/ + — ;2H 

m tn m 



Se il cerchio espresso da questa equazione è reale , c 
di più incontra la parabola, saranno altresì reali o due, o 
tutte le radici della proposta equazione; nel caso opposto 
esse saranno immaginarie. 

286. Sia ora un equazione di 3.° grado della forma 

x’+px+q = 0 ; 

moltiplicandola per x, si avrà x*-\-px*-{-qx=0 ; quindi le 
radici di questa equazione saranno date dalle intersezioni 
della parabola x* — my=0, e del cerchio 



„ „ V — *» a 

**+’/+ = 0 . 

m »»* 



Digitized by Google 




— 1 % — 



Questo cerchio ò sempre reale, e uno de’ punti comuni 
colla parabola è l’origine delle coordinate, che corrisponde 
alla radice x=0, che abbiamo introdotta nell’equazione; ina 
vi sarà sempre almeno un altro punto d’ intersezione, che 
dà una radice reale; ed infatti l’equazione proposta essendo 
di grado dispari ammette sempre una radice reale. 

t>87. Dividere un dato arco circolare BC tig. 90 in tre parti 
eguali. 

Assumiamo per asse delle ascisse il raggio AB, ed A 
centro dell’arco pef origine. Indicando con a, b le coordi- 
nate di C, e con x, y quelle del punto ignoto M; dovendo es- 
sere la corda CM quanto il doppio dell’ordinata di M, si avrà 
l'equazione 

(x— a)* 4- ( (y — &)*= ly* ■ 

Se esprimiamo con r il raggio dell’arco dato, è chiaro 
che si hanno le relazioni y*-j-a - *=r*, a*-t-b*=r*, onde si 
la manifesto clic la precedente equazione si riduce all'altra 

+ ax — r*=0. 



Onde i punti M saranno determinati dalla parabola 
espressa da questa equazione, e dal cerchio x*-j- 1 /*= r* , 
eh’ è il cerchio dato. 

Per costruire questa parabola, ne determineremo l'as- 
se, e la tangente al vertice, mediante il metodo generale, il 



quale ci dà, che l’equazione dell’asse sarà y — — - , onde 



prolungando la CD di una porzione DK = — , la retta KS 



menata per K parallelamente ad AD , sarà 1’ asse del- 
la curva. Inoltre la tangente al vertice avendo per equa- 

r* b % 

zione x= — j-— , segue clic menando la PC tangente al 
a oa 

r* b* 

cerchio dato nel punto C, sarà AP = — , e DP= — , quindi 

a a 

tagliando PII, quanto l’ottava parte di DP, e menando 
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per II la perpendicolare ad AB, questa retta sarà tangen- 
te al vertice. Da ultimo si ha che l’equazione della curva 

. . . . a 

riferita a questi nuovi assi risulta y'= — x; onde il para- 



metro è quanto la metà di AD. 

288. Questa parabola incontra il cerchio dato in quattro 
punti reali, de’quali C', ove l’ordinata del punto C incontra 
di nuovo il cerchio, è estraneo alla quistione, mentre gli al- 
tri punti M, M', M" la risolvono pienamente, essendo gli ar- 
chi DM, BM', BM" le terze parti dell’arco BC, dell’arco BCC', 
e dell’arco BCC'G, perciocché gli estremi C di questi tre ar- 
chi ànno la stessa ascissa DA. 

289. Volendosi costruire le radici di una data equazione 
di 4.° grado 



x*+ ax*-(- 6x*+ cx-\-d—0 , 



ed avvalersi di una data conica y t =mx-\-nx t , e di un cer- 
chio, si potranno moltiplicare le radici della proposta per 
una quantità ignota k , e quindi stabilire l’ equazioni per 
l’identità di questa equazione con quella, clic nasce elimi- 
nando la y tra l’equazione delia data conica, c quella gene- 
rale del cerchio; cosi si avranno quattro equazioni di con- 
dizione, mediante le quali si determineranno il valore di k, 
ed ì determinanti del cerchio richiesto. 



FINE DELLA PIUMA PARTE. 
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